HOHERE KOMPLEXE ANALYSIS

BERNHARD LAMEL

1. WIEDERHOLUNG UND VERTIEFUNG GRUNDLEGENDER BEGRIFFE DER FUNKTIONENTHEORIE

1.1. Holomorphie und CR Gleichungen. Zunéchst wollen wir den fir die Funktionentheorie grundle-
genden Begriff der Holomorphie wiederholen. Wir schreiben z = x+1y fiir die Variablen in C, wo z = Re 2
und y = Im z reelle Zahlen sind. Die Differentialoperatoren

o _1(o 2y o _1(0 .0
0z 2\ox oy)' 0z 2\ox oy)’

erlauben es uns, das Differential einer komplexwertigen stetig differenzierbaren Funktion f € C'(f),
definiert auf einer offenen Menge Q2 C C,

_of of
df = (%de + aydy,
in der Form of of

wo dz = dz + idy und dzZ = dx — idy ist. zu schreiben. Wir wollen zunéchst diese Identifikation exakt
machen.

Zunachst erinnern wir daran, dass die Bedeutung von df fiir eine reellwertige Funktion f die folgende
ist: Jedem Punkt p € Q wird die lineare Funktion df (p): R? — R (das Differential von f an der Stelle
p) zugeordnet, welche fiir v durch

W) (v) 1= tim L2 = FB) _ OF

=0 t T oz

)or + 5 (e = 52 ()dole) + 5L )0

definiert ist. df ist also eine Abbildung Q — (R?)*. In dieser Darstellung haben wir als Basis von (R?)*
die Standardbasis {dz, dy} gew&hlt, wobei dz(h, k) = h und dy(h, k) = k ist.
Falls wir komplexwertige Abbildungen betrachten, so miissen wir statt (R?)* die Komplexifizierung

C ® (R?)* betrachten, also den Vektorraum aller reell-linearen Funktionen auf R? mit Werten in C, i.e.
Funktionen A: R? = C — C welche

Av +tw) = A(v) + tA(w), v,weR? teR

erfiillen; dieser Raum besteht konkret aus den Linearkombinationen a dx 4+ bdy mit a,b € C. Der Raum
V = C ® (R?)* ist in natiirlicher Weise ein komplerer Vektorraum.
Wir definieren nun einen komplex-linearen Isomorphismus J: V' — V durch

(JN)(v) = A(iv).

Da J? = —id, sind die Eigenwerte von J durch ¢ und —i gegeben. Die Eigenvektoren zum Eigenwert i
sind die komplex-linearen Funktionale C — C, die Eigenvektoren zum Eigenwert —i sind die komplex-
antilinearen Funktionale C — C. Die Eigenrdume werden tiblicherweise mit

VOO = gx=id}, VODC = (A JA = —i)}
bezeichnet, und die Zerlegung
Vv =v10 gyl
ist explizit durch
A—iJA n A+iJA

A=
2 2

gegeben.
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Beispiel 1. Die Zerlegung von dx in ein komplex-lineares und ein komplex-antilineares Funktional ist
durch

J _dxfinx_Fd:chinz_d:c+idy+d:17+—idy _.%4—@
TT T 2 2 2 27

gegeben.

Das Differential einer komplexwertigen differenzierbaren Funktion f = u + ‘v, wo u = Re f und
v = Im f reellwertige Funktionen sind, ist definiert durch

o)) =ty TPEI =IO O )+ L payo

t—0 t

— (G +i5e ) asto)+ (50 +i500) )

Das Differential ist ein Beispiel einer 1-Form. Allgemein ist eine 1-Form auf Q@ C C eine Abbildung
w: © — V, und man spricht von stetigen, differenzierbaren, bzw. stetig differenzierbaren 1-Formen wenn
die Abbildung w entsprechend stetig, differenzierbar, bzw. stetig differenzierbar ist. Das Differential
einer stetig differenzierbaren Funktion f: @ — C ist also eine stetige 1-Form df; in jedem Punkt p ist
df (p) eine reell-lineare Funktion R? — R2.

Man kann 1 Formen entlang von stiickweise stetig differenzierbaren Kurven integrieren; eine stetige
Kurve 7: [a,b] — C ist stiickweise stetig differenzierbar, wenn es eine Unterteilung a =t < t1 < -+- <
tn = b des Intervalls [a, b] gibt, sodass 7|, 1, ,] stetig differenzierbar fiir j = 0,..., N — 1 ist. Fiir eine
solche Kurve v definiert man

[ o= Nz_j [ atmuw

Die Substitutionsformel besagt gerade, dass das Kurvenintegral einer 1-Form von der Parametrisierung
der Kurve unabhéangig ist.
Eine wichtige (einfache) Abschétzung ist das folgende

Lemma 1. Sei w eine auf einer Umgebung des Bilds einer stiickweise stetig differenzierbaren Kurve -y
stetige 1-Form. Dann gilt
/ w
¥

Die Norm [|w(2)]| ist die kleinste Zahl M fiir welche |w(v)| < M|v| fiir alle v € R? gilt.

< Sup lw () L()-

Proof. Es geniigt, dies fiir stetig differnzierbare Kurven zu zeigen. In diesem Fall ist
b
| et @

b

< [ b @) d
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Die Zerlegung eines Differentials in eine komplex-lineare und eine komplex-antilineare Funktion ist
grundlegend fiir den Holomorphiebegriff. Sie ist konkret gegeben durch

A)0) = G do + 5 () dy

0 0 —dz
=% >dzgd2<v>+a*§<p>dgid2<v>

-3 (Zw-Zw) s+ 3 (Lw+ o) ez

_.of Of 45 —. 5
= So(p)dz + 5= (p) dz = Of + 0.

Eine 2-Form ist eine Abbildung 7, welche auf 2 definiert ist und jedem Punkt p € € eine alternierende
Multilinearform vom Grad 2 zuordnet. Das heisst, 7(p) ist eine Funktion R? x R? — R?, welche

n(p)(v,w) = —n(p)(w,v), np)(u+tv,w) =n(p)(u,w) + tn(p)(v,w), w,v,weR? teR,

erfiillt. Fir zwei 1-Formen w; und wsy ist zum Beispiel das Keilprodukt

w1 Awa(v,w) = wi (V)wa(w) — wy (w)wa(v).

Ein bekanntes solches Keilprodukt ist

dx N dy ((Z;) , (g;)) = VjwWg — Vw1 =

Lemma 2. FEine 2-Form n auf Q ldsst sich als n = fdx A dy fiir eine eindeutig bestimmte Funktion
f:Q — C schreiben.

Proof.

U1 w1
V2 W2

n(p) ((Ul) ; (wl>) = n(p)(vie1 + vaez, wier + woez)

= viwan(p)(e1, e2) + vawin(p)(e2, e1)
=n(p)(e1, e2)(viwz — vowy)
=n(p)(e1,e2) dx A dy(v,w).

2-Formen lassen sich iiber Flachen integrieren, indem man fiir n und f wie in

/n:/‘ﬂ%www
A A
definiert.

Die dussere Ableitung einer (stetig differenzierbaren) 1-Form w = a(z,y) dz + b(z,y) dy ist durch
dw =da Ndzx+ dbAdy

= <8adx+8ady>/\dx+<abdx+abdy>dy

ox oy ox oy
b Oa

bzw. in der Form w = ¢(z,y) dz + e(z,y) dzZ durch
dw=dcNdz+deNdz

<acdz+gdz>/\dz—|—<adz—|—aedz)/\d2

0 15} 15}
de Oc
= (82’ &z) dz Ndz

gegeben.

Der Satz von Stokes verallgemeinert den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir die
dussere Ableitung und verwandelt Kurvenintegrale in Flichenintegrale (und umgekehrt); wir werden
einige seiner Anwendungen kennenlernen. Wir benétigen fiir den Beweis des Satzes sowie fiir seine
Anwendungen den Begriff der (glatten) Zerlegung der Eins. Seien U, offene Mengen, j € N. Eine
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{U;: j € N} untergeordnete Zerlegung der 1 ist eine Familie von glatten Funktionen ¢g: Uj) — R
welche supp ¢; CC Uy und fiir jedes kompakte K

#{k: orlx # 0} < o0
(lokale Endlichkeit) sowie

> erlp) =1, pey;U;
k

erfiillt. Wir setzen die Existenz einer solchen Zerlegung der Eins im folgenden voraus.

Ein stiickweise C' berandetes Gebiet ) ist ein Gebiet, fiir dass folgendes gilt: Fiir jedes p = (ps,py) €
bQ existiert eine Umgebung U = (a, b) x (¢, d) von p sodass U N b2 nach einer Rotation mit Mittelpunkt
p die folgende Form hat:

UNnbQ={(z,y) eU:y < f(z),a <z < b}.

wobei f stetig differenzierbar auf [a, p,| und [p,b] ist. Ein Gebiet dieser Form werden wir ein normales
Gebiet nennen.

Lemma 3. Wenn Q) ein normales Gebiet ist, so gilt fur jede stetig differenzierbare 1-Form w mit kom-

paktem Trager in (a,b) x (¢, d)
/ dw = / w
Q b0

(wobei wir den Rand positiv orientieren, d.h. § liegt links von b§2).

Proof. Nach Annahme ist Q von der Form Q = {(z,y) € U: y < f(z),a < z < b}, und w = Adz + pdy.
Dabher ist

/de_/b/f(x (y)dydz y=f(z)+u, dy=
< +u) — g;\(:c,f(a?)—&-u)) du dz
[ G

2:"
i () ) - ’%af@»+@f@»—aﬁaf@y+m>me

:/ / di (z, f(z) +u)dedy — / / (z) +u)f'(z) + Mz, f(z) +u)) dudx

I
Je

=0

(b, £(B) + ) — (aﬂ>+udw3/xxf ) + (e, F(@)f () de

O

Satz 1. Sei ) ein beschrinktes, stiickweise C' berandetes Gebiet, w eine in einer Umgebung von ) stetig
differenzierbare 1-Form. Dann gilt
dw = / w.
Q bQ

Proof. Wir iiberdecken Q mit offenen Mengen ; sodass ;N Q entweder offen oder ein normales Gebiet
ist. Wir wahlen weiters eine der Familie {2; untergeordnete Zerlegung der 1, welche wir mit ¢, bezeichnen.
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Dann ist nach [3]

5

el
/W
R
=3 [
Sl
“ o

Fiir den Laplace-Operator
02 0?

A= T o

erhalten wir folgende wichtige Formel:

Korollar 4. Sei §) ein beschrinktes, stiickweise C*-berandetes Gebiet, u € C*(Q). Dann ist

/Au :/ Updy — Uyd.
Q bQ

Korollar 5. Sei Q ein beschrinktes, stickweise C'-berandetes Gebiet. Dann ist

1
V(Q) = 3 /bQ xdy — ydz.

Korollar 6. Sei Q) ein beschrinktes, stiickweise C'-berandetes Gebiet, f € C1()). Dann ist

L 1O
£(2) [ Gedcndi 5 /QC_ch.

Vor dem Beweis des Korollars erinnern wir noch an eine wichtige Tatsache: das Integral

1
/ —dx, x€eR",
e<|z|<1 |:L-|p

Proof. Wir betrachten . = Q\ D.(z), das wiederum ein beschriinktes, stiickweise C! berandetes Gebiet
ist. Die Form

konvergiert absolut, wenn p < n.

w = Qf(—CLdC
erfiillt w € C1(Q.), und
NS
do=—5:(Or— ¢ A dC.

Nach [Theorem 1] ist

/ w—/ wz/ dw.
b0 bD. () Q.

Beim Grenziibergang ¢ — 0 folgt die Aussage, da das Flachenintegral absolut konvergiert, und

/ w—2mif(z)| = M
bD.(2)

g
bD.(z) C—%

< 2r max |f(C) = f(2)] = 0.

Korollar 7. Seiu € C}(C). Dann erfillt die Funktion
1
f)= o [ 1)

27i cC—=z
5
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Proof. Wir definieren fiir € > 0

folz) = — 2O e p a;

2mi C\D.(z) 6 — %
es gilt f. — f fiir ¢ — 0 in C*'(C), da die partiellen Ableitungen
ofe 1 u(¢)

837 n 21 C\D.(z) C—Z

d¢ A de
O

Ubung 1. Beschreibe alle komplex-linearen Abbildungen von R2 nach R2: Welche 2 x 2 Matrizen
entsprechen einer komplex linearen Abbildung? Da jede lineare Abbildung eines Korpers in sich sel-
ber notwendigerweise durch skalare Multiplikation gegeben ist, kann man dies verwenden, um einen
Isomorphismus von C mit einer Menge von 2 x 2-Matrizen herzustellen. Fiihre dies durch.

Insbesondere konnen wir das Differential df = A dementsprechend zerlegen und erhalten dann nach
einer einfachen Rechnung
=9 L

d Ag =
92 0z
Wir haben dann die folgenden grundlegenden Aquivalenzen, welche die komplexe Differenzierbarkeit an
einem Punkt beschreiben.

Ac

Satz 2. Seip € C, Q eine offene Umgebung von p, und f = u +iv € CY(Q) mit u,v reellwertig. Dann

sind die folgenden Aussagen dquivalent.
fpt+w)—f(p)

P existiert.

i) Der Grenzwert imgsq,—o
i) 2L(p) = 0.
iii) Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen halten an der Stelle p, i.e. uz(p) = vy(p) und

uy(p) = —va(p).
iv) Die Ableitungsmatriz D f(p) von f an der Stelle p, aufgefasst als Abbildung von R? nach R?, ist von

der Form

Df(p) = (“b z> a,b €R.

v) Das Differential von [ an der Stelle p ist komplex linear.
Wir sagen dann, daf$ f an der Stelle p komplex differenzierbar ist. Die Ableitung von f an der Stelle p
wird dann mit f'(p) = %(p) bezeichnet, und ist sowohl der Grenzwert in i) als auch die Matriz in iv)

unter dem Isomorphismus aus Ubungsaufgabe ,
Ubung 2. Beweise Satz

Wenn eine Funktion an jeder Stelle einer offenen Menge komplex differenzierbar ist, so ist sie holo-
morph; wir kénnen allerdings Holomorphie auch mit Hilfe von Potenzreihenentwicklungen und Integral-
formeln charakterisieren. Dazu verwenden wir die folgende wichtige Formel:

Proposition 8. Sei 2 C C eine offene Menge, deren Rand stickweise stetig differenzierbar ist, und
f e CYQ). Dann gilt
1 f(Q) 1 of 1 *
10) =55 [ L ach o [ O dondc.
(v) 21 Jyo C—p 2mi 934()C—P
Mit Hilfe dieser Formel kann man die folgenden Charakterisierungen von Holomorphie herleiten.
Satz 3. Sei Q C C offen, und f € C1(Q). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

i) f ist komplex differenzierbar an jedem p € Q.
i) Fir jedes p € Q und jede Kreisscheibe D,.(p) um p mit D,(p) C Q gilt

1 f(©)
fp) == ———dC.
®) 270 Jyp,(p) € =P
iii) Fiir jedes p € Q2 gibt es komplexe Zahlen a;, j € N, sodafl

f(z) =Y a;(z—py
jEN
mit gleichmdassiger Konvergenz auf jeder Kreisscheibe D,.(p) um p mit D,.(p) C .
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Eine Funktion f, welche die Bedingungen von Satz [3] erfiillt, ist holomorph auf €; wenn wir den
Definitionsbereich von f nicht genauer spezifizieren wollen, so sagen wir einfach, dass f eine holomorphe
Funktion ist. Die Menge aller auf einer offenen Menge 2 C C holomorphen Funktionen wird mit #H(€2)
bezeichnet.

1.2. Die Cauchy’sche Integralformel, Homotopie, und Homologie. Die Cauchy’sche Integral-
formel ist eines der wichtigsten Ergebnisse aus dem ersten Kurs iiber komplexe Analysis. Wir werden sie
oft anwenden, und dementsprechend wollen wir sie wiederholen. Die einfachste Version der Cauchy’schen
Integralformel ist die folgende; wir erinnern daran, dass eine einfache geschlossene Kurve v die komplexe
Ebene in zwei Zusammenhangskomponenten zerlegt; die beschrankte heisst das Innere Int v der Kurve,
die unbeschrénkte das Aussere Ext~ der Kurve.

Satz 4. Sei Q) C C offen, v eine einfache geschlossene Kurve, stiickweise stetig differenzierbar, in €,
mit Int v C Q. Dann ist

/ f(§)d¢=0
.
fir jede holomorphe Funktion f in Q.

Die Bedingung dass + eine einfache geschlossene Kurve ist bedeutet, dass 7 eine zusammenhéngende
offene Teilmenge (das Innere von ) von  berandet. Eine der Anwendungen von Satz |4 ist die Invari-
anz des Kurvenintegrals einer holomorphen Funktion unter Homotopien. Wir erinnern an die folgende
Definition.

Definition 9. Zwei stetige Kurven vp,71: [0,1] — € sind homotop wenn es eine stetige Abbildung
H: [0,1] x [0,1] — € gibt sodass H(t,0) = vo(¢) und H(t,1) = v1(t). Jede solche Abbildung H wird als
Homotopie zwischen vy und ~; bezeichnet.

Wir bemerken, dass falls 79 und ~; stetig differenzierbar und als stetige Kurven homotop sind, auch
eine stetig differenzierbare Homotopie zwischen -y und 7; existiert.

Satz 5. Sei Q C C offen, vo und v1 stickweise stetig differenzierbare Kurven welche homotop sind.

Dann gilt
[ rac= [ s
Yo 71

Der Inhalt von Satz [p]ist, dass das Kurvenintegral einer holomorphen Funktion sich nicht dndert, fall
man die Kurve innerhalb des Holomorphiebereichs dieser Funktion deformiert. Der Residuensatz (mit
dem wir uns bald beschéftigen werden) sagt uns wie sich dieses Integral verdndert, falls man die Kurve
iiber eine isolierte Singularitét einer holomorphen Funktion hinwegbewegt.

Oft ist es von Vorteil, nicht nur geschlossene Kurven zu betrachten, sondern “endliche Summen” von
Kurven. Diese werden als 1-Zykel bezeichnet; genauer gesagt ist ein 1-Zykel in 2 ein Element der freien
abelschen Gruppe Z; welche von den stetigen Abbildungen «: [0,1] — € mit 7(0) = (1) erzeugt wird.
Nicht alle solchen Zykel beranden ein Gebiet in €; die Frage, was genau sie beranden, fiihrt uns zur
Homologie.

Sei A = {(x,y) ERZ: 2?2 + 92 < 1} die Einheitskreisscheibe. Unter einem 2-Zykel in  verstehen
wir ein Element der von den stetigen Abbildungen f: A — § erzeugten freien abelschen Gruppe Zs.
Wir definieren eine Randabbildung 9: Zo — Z; mittels (9f)(t) = f(e*™). Zwei 1-Zykel in Q sind
homolog, wenn ihre Differenz nullhomolog ist, also ein Rand ist (die Quotientengruppe Z;/(0Zs) ist die
Homologiegruppe von ).

Nullhomologe 1-Zykel erkennt man an an ihrer Windungszahl auf C \ Q.

fir jede holomorphe Funktion f in €.

Definition 10. Sei v =niy + -+ + npye € Z1. Dann ist die Windungszahl von « beziiglich p € C\ v
(d.h. p ausserhalb der Vereinigung der Bilder von ;) die ganze Zahl

k 1 .
. 1 d¢ 1 / i (t)
ind = — — = g n; N
P9 L C—p  2mi = “Jo ) —p

["Jbung 3. Berechne die Windungszahl eines Kreises um den Ursprung, der k-mal im bzw. entgegen
dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Satz 6. Ein 1-Zykel v in Q ist genau dann nullhomolog, wenn fir alle p ¢ Q ind, p =0 gilt.
7



Nullhomologe Zykel sind fiir uns wichtig, weil fiir sie die Cauchy’sche Integralformel gilt:

Satz 7. Sei vy ein 1-Zykel in Q welcher stickweise stetig differenzierbar ist. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

i) v ist nullhomolog in .

ii) Fir jede holomorphe Funktion f in Q gilt

L £(Q)d¢ =0,

(ind,2) 1) = 5 [ XL ac

~ omi (—=z
Insbesondere ist das Kurvenintegral einer holomorphen Funktion uber zwei homologe Zykel gleich: Wenn
'y und Ty in Q homolog sind, dann gilt

f(Qd¢= [ f(¢)d¢.
'y I

iii) Fir jedes z € Q\ v gilt

2. ISOLIERTE SINGULARITATEN UND MEROMORPHE FUNKTIONEN

Eine holomorphe Funktion f hat eine isolierte Singularitit an einem Punkt p € C wenn es eine
Kreisscheibe D,.(p) um p gibt sodass f holomorph auf D,(p) \ {p} ist. Wir bendtigen die folgende
Klassifikation von isolierten Singularitdten:

Satz 8. Sei f eine holomorphe Funktion auf D, (p) \ {p}. Dann gilt eine (und nur eine) der folgenden
Aussagen:
i) Fiir jedes kleine r > ¢ > 0 ist f(D.(p) \ {p}) dicht in C.
ii) Es emistiert ein k > 0 sodaf8 (z — p)* f(2) sich zu einer holomorphen Funktion auf D, (p) fortsetzen
lasst.

In dem Beweis des Satzes benétigen wir das folgende Lemma iiber “hebbare” Singularititen.

Lemma 11. Sei f eine beschrankte holomorphe Funktion auf D, (p)\{p}. Dann gibt es eine holomorphe
Fortsetzung von [ auf D,.(p), d.h. es gibt eine holomorphe Funktion F mit F(z) = f(z) fir z # p.

Proof. Zunéchst nehmen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit an, dass p =01ist. Sei 0 <e < S <
R <r,und M > 0 so gewihlt, dass |f(z)| < M fiir 0 < |z| < R gilt . Nach Satz [7] gilt

_ 1 f(©) 1 f(©)
f(z)—m/bDRC_ch—m/bDEHdg, e<|z| <R

Wir behaupten, dass das zweite Integral fiir |z| > S gegen 0 konvergiert, wenn wir ¢ — 0 streben lassen:

f(©) Me
ADEHdC‘SS_E%O, e —0.

Wir haben deswegen

1 f©)
= — d
10 =0 [, oL
zunéchst fiir S < |z| < R fiir ein fixes S > 0, und damit fiir 0 < |z| < R. Die Fortsetzung F' von f wird
durch das Integral auf der rechten Seite der Gleichung definiert. (]

Beweis von Satz[8 Wir nehmen an, dass i) nicht erfiillt ist, und zeigen, dass dann ii) gilt; wie zuvor
nehmen wir an, dass p = 0 ist. Wenn i) nicht gilt, gibt es ein w € C und ein s > 0 sodass |f(z) —w| > s
fiir alle z mit 0 < |2z| < r gilt. Die Funktion 1/(f(z) — w) ist damit eine holomorphe Funktion auf
D,.(0) \ {0}, die holomorph und beschrénkt ist.

Nach Lemma gibt es eine holomorphe Fortsetzung F' von f auf D,(0). Wir kénnen demnach
F(z) = zFg(2) mit g(0) # 0 schreiben. Das bedeutet, dass f(z) = w+1/F(z) = 27 *(wz* + g(2)71), und
2* f(2) ist damit holomorph in einer Umgebung von 0. O

Definition 12. Sei f eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singularitdt an der Stelle p € C.
Dann ist p eine essentielle Singularitdt von f wenn i) in Satz [§] gilt, und ein Pol der Ordnung k wenn ii)
in Satz [ gilt.

Bemerkung 1. Ein Pol der Ordnung 0 ist damit eine hebbare Singularitét.
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Eine Moglichkeit, Pole zu erkennen, ist das Wachstumsverhalten der Funktion an einer isolierten
Singularitdt zu betrachten.

Lemma 13. Sei f eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singularitdt an der Stelle p € C. Dann
ist p ein Pol der Ordnung k genau dann, wenn lim,_,, [2¥ =1 f(2)| = oo und lim,_,, 2¥ f(2) € C existiert.
Insbesondere ist p ein Pol positiver Ordnung genaw dann, wenn lim,_,, |f(z)| = oo gilt, und eine hebbare
Singularitdt, wenn lim,_,, | f(2)| existiert und endlich ist.

I"Jbung 4. Beweise Lemma

Beispiel 2. Die Funktion e~!/# hat eine essentielle Singularitit an der Stelle 0, da

lim e 1/t =0, lim |e” V)| =1,
R>t—0+ R3t—0+

1/z

und damit lim,_,¢ |e”'/#| nicht existiert.

Ubung 5. Sei p ein Polynom vom Grad k. Zeige, dass p(1/2) einen Pol der Ordnung k im Ursprung
hat.

Ubung 6. Sei f eine holomorphe Funktion mit einer Nullstelle der Ordnung k& im Punkt p. Zeige, dass
1/f(z) einen Pol der Ordnung k an der Stelle p hat.

Ubung 7. Sei f eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singularitit an der Stelle p € C. Dann
hat g(z) = 1/f(z) eine hebbare Singularitéit an der Stelle p, wenn p ein Pol der Ordnung & > 1 ist, und
g(z) besitzt eine Nullstelle der Ordnung % in diesem Punkt. Wenn p eine essentielle Singularitat von f
ist, so auch von g.

Definition 14. f ist eine meromorphe Funktion auf der offenen Menge €2 C C wenn es eine diskrete
Menge von Punkten p; € Q, j € N, gibt, sodass f auf Q\ {p;: j € N} ist und f an jedem p; hichstens
einen Pol besitzt. Die Menge aller meromorphen Funktionen auf 2 wird mit M(Q2) bezeichnet.

Ubung 8. M(Q) ist ein Korper, welcher H () enthélt. Zeige, dass M(Q) der Quotientenkérper von
H(Q) ist.

3. DIE LAURENTENTWICKLUNG UND DAS RESIDUUM

Eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singularitdt an der Stelle p lasst sich dort in eine
Laurentreihe entwickeln.

Definition 15. Eine (formale) Laurentreihe um p € C ist ein Ausdruck der Form
> a;(z—p)
JEZ
Die Summe ). j<0 @ aj(z — p)? ist der Hauptteil der Laurentreihe an der Stelle p.
Wir betrachten zunéichst die Laurentreihenentwicklung einer holomorphen Funktion an einer isolierten

Singularitét.

Lemma 16. Sei f eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singularitat an der Stelle p € C. Dann
existiert ein R > 0 und eindeutig bestimmte a; € C fir j € Z mit der Eigenschaft dass

= Zaj(z—p)j, 0 < |z—p| <R,
JEL
wobei die Summe gleichmdssig auf kompakten Teilmengen von 0 < |z — p| < R konvergiert. Die a;

erfillen folgende Abschétzung: fir jedes v mit 0 < r < R gibt es ein M = M,, sodass |a;| < TM] ist.

Proof. Wie iiblich nehmen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit an, dass p = 0 ist; wir nehmen an,
dass f auf einer Scheibe mit dem Radius R um 0 definiert ist. Wir schreiben zunéachst formal

1
i ‘f Zwl’

und analog

fQ) 1f§
(—=z z1— Z

z.l"rl’
7=0



wobei die erste Summe auf kompakten Teilmengen von |z| < |(| und die zweite Summe auf kompakten
Teilmengen von [(| < z gleichméssig konvergiert.
Fiir fixe 0 <& < s < R und z mit ¢ < |2] < s kénnen wir nach Satz [7]

(2) = 1 / f(©) dc 1 f(©) dc
bD,(0)

_Tm C—Z _Tm ng(o)C—Z

schreiben. Wir beniitzen nun die obigen Reihenentwicklungen fiir die Integranden und erhalten

1 f(Q) L : 1
= om </st(0) g dc) =P (/ws(o) foe d<> o

j=0 j>0

1 , .
=2 (m | o f(C)C“d<> #,

jEz

wobei wir das Integral iiber bDs(0) durch das Integral iiber bD.(0) ersetzt haben (warum ist das
moglich?). Die Koeffizienten in der Laurententwicklung sind daher durch

1

" 27 Jup (o)

(1) aj FO¢TI7hd¢

gegeben, und erfiillen damit die folgende Abschitzung: Fiir jedes r mit 0 < r < R gibt es ein M = M,
sodass |a;| < X fiir alle j € Z ist. O

Bemerkung 2. Die Abschétzung fiir die a; erlaubt folgende Interpretation: Es gibt ein ® > 0 und
holomorphe Funktionen g auf Dr(0) und h auf C\ Dg(0) sodal f(z) = g(z) + h(R;) fir |z| < R ist.

I"Jbung 9. Beweise die vorangehende Bemerkung.

Ubung 10. Zeige, dass die Menge der formalen Laurentreihen C[[z,1/2]] um p € C ein Korper ist. Die
Menge der Laurentreihen welche die Konvergenzabschitzung (fiir jedes r mit 0 < r < R gibt es ein

M = M,, sodass |a;| < 2 ist) fiir ein R > 0 erfiillen ist ein Unterkérper.

Allgemeiner kann man holomorphe Funktionen in Kreisringen in Laurentreihen entwickeln, was manch-
mal hilfreich ist.

Lemma 17. Sei f eine holomorphe Funktion auf dem Kreisring D, s(p) = {z € C: r < |z — p| < s}.
Dann ezistieren eindeutig bestimmte a; € C fiir j € 7 sodass

f(z):Zajzj, r<lz—pl<s

JEZ
gilt, und die Summe konvergiert gleichmdssig auf kompakten Teilmengen von D, 4(p).
I"Jbung 11. Beweise Lemma (folge dem Beweis von Lemma.
Die Laurentreihenentwicklung hingt vom Entwicklungsbereich ab, wie die folgende Ubung zeigt.

Ubung 12. Finde die Laurentreihenentwicklung von f(z) = 2= 4 (z — 1)~' + (2 — 2)~" auf Dy, (0),
DLQ(O), und DQ’OO(O).

Definition 18. Sei f eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singularitéat an der Stelle p. Dann ist
das Residuum res, f von f an der Stelle p der Koeffizient a_; von 1/z in der Laurentreihenentwicklung
von f um p.

I"Jbung 13. Muss erst neu formuliert werden.
Die folgende Beobachtung ist die Grundlage des Residuensatzes:

Lemma 19. Sei f eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singularitdt an der Stelle p € C. Dann
gilt fiir kleine € > 0

/ f(¢)d¢ = 2mires, f.
bD.(p)

10



Proof. Wir entwickeln f in eine Laurentreihe um p,
f(z) =Y aj(z—p).
J
Nachdem die Summe auf der kompakten Menge bD. (p) gleichméassig konvergiert, haben wir

dc =3 a; oV de — e
/bDE(p)f(OC Z /wp)“ p) d¢ = 2ria_y,

da (¢ — p)? fiir j # —1 eine Stammfunktion besitzt, und das Integral damit verschwindet. O

4. DER RESIDUENSATZ

Um uns dem Residuensatz zu néhern, betrachten wir zunéchst die folgende Frage: Was passiert, wenn
wir das Konturintegral einer holomorphen Funktion verandern, indem wir die Kontur iiber eine isolierte
Singularitét dieser Funktion an einer Stelle p verformen? Die Antwort wird durch Lemma [19| gegeben:
Die Differenz der Integrale ist gerade durch 2mires, f gegeben.

Genauere Auskunft gibt uns der Residuensatz:

Satz 9. Sei I' ein nullhomologer Zykel in © und f eine holomorphe Funktion, die in Q nur isolierte
Singularititen p; (j € N) besitzt, und kein p; auf T’ liegt. Wir nehmen an, dass die Menge {j €
N: indr p; # 0} endlich ist. Dann gilt

/F F(QdC = 271 Y incle ) (resy, ).

J

Proof. Wir wihlen ein kleines € > 0 so, dass

U D.(pj) N{p;: indp(p;) =0} =0
indr p; #0

ist und betrachten den Zykel T' = > ;(indr p;)bDc(p;). Dann sind I' und Lin Q =0\ {pj:jecN}
homolog, und nach Satz[7] und Lemma [T9] gilt

/Ff(C) d¢ = /ff(C) ¢ = zj:indrpj /stf(C)/adCZ 27Tizj:(indrpj)(respj f)-
]

Bemerkung 3. Es ist natiirlich, zu fragen, ob die Endlichkeitsbedingung in Satz [9] notwendig ist. Wir
werden spater sehen, dafl die Residuen keinen Wachstumsbedingungen unterliegen; deswegen sind wenn
unendlich viele Singularititen vorliegen immer gesonderte Konvergenzbetrachtungen notwendig.

Beispiel 3. Wir haben fR % =T (Ubung: berechne das Integral mit elementarer Differentialrech-
nung). Dazu betrachten wir die Kontur I, welche den Halbkreis mit Radius R um 0 beschreibt; diese
wird durch 2 offene Kurven beschrieben, die Strecke von —R nach R und die Kurve Cg, gegeben durch
Re™ fiir 0 < t < 7. Die Funktion (1+ 22)_1 hat eine Singularitat innerhalb dieser Kontur, an der Stelle
z = 1, mit Residuum
2\—1 N —1 RS | o1 1
res;(14+2°)"" =resi(z4+10) (2 —1)7 = % res;(z —1)” = %

d¢ L d¢

— 9 2y-1 _ —

T = a2 _/ 1+z2_/ 1+x2+/ T+ 22
T'r —R Cr

fir jedes R > 1. Wir lassen nun R — oo; das zweite Integral strebt dann gegen 0 und die Behauptung
folgt.

Es folgt, dass

11



5. EINIGE ANWENDUNGSBEISPIELE FUR DEN RESIDUENSATZ
5.1. Trigonometrische Integrale.
Beispiel 4. Wir berechnen
27 do
o a-+cosf

Dazu setzen wir cosf = Ree’ = % (z + %), und ersetzen die Integration durch ein Kurvenintegral iiber
den Einheitskreis, sodafl izdf = dz:

/2” o / —2idz

o a-+cosh 2j=1 22+ 20z + 1

Das letzte Integral berechnen wir mit Hilfe des Residuensatzes. Die Nullstellen von 22 + 2az + 1 sind
—a++Va? -1, —a—+a®-1;

wenn |a| < 1, so liegen die Nullstellen am Einheitskreis, und wir kénnen den Residuensatz nicht anwen-
den. Ist @ > 1, so ist =1 < —a + v/a? — 1 < 1, und wir berechnen

/ —2idz — Ao res 1 _ 2w '
2j=1 22 +az+1 z=—atvai-l (z—(—a+Va2—1)(z— (—a—+Va® 1)) Va2—-1
Eine dhnliche Rechnung fithrt auch im Fall a < —1 zum Ziel, das Ergebnis ist dann
—2idz 2w
/zu 2taz+1 Va1

Diese Art von Substitutionen ist bei allen Integralen von rationalen Funktionen (mit nicht ver-
schwindendem Nenner) in sin§ und cos 6 ziehlfiihrend.

Ubung 14. Berechne fozﬂ 2_@%9.

Ubung 15. Berechne f_11 221 — 22dx.
5.2. Uneigentliche Integrale iiber die reelle Achse.

/°° dx
oo 1+x2n

Dazu benutzen wir eine Integrationskurve, die von 0 auf der reellen Achse bis R > 0 verlduft, gefolgt
vom Kreissegment auf dem Kreis vom Radius R vom Winkel 0 bis e’ gefolgt vom Strahl mit diesem
Winkel bis 0 (also ein Tortenstiick). Der einzige Pol von 1/(1 + 22") in diesem Segment ist fiir z = e’zn.
Wir berechnen das Residuum mit Hilfe der Substitution z = e?zn w:

Beispiel 5. Wir berechnen

1 i 1 i 1 €'z
reszzei% m = €27 T'€Sy—1 m = €'2n IeSy—1 (1 — w)(l ot +w2n71) — _ 5 .
Daher ist nach einer einfachen Abschéatzung des Integrals iiber das Kreissegment
1—e'n /°° dx _ —27riei%
2 oo L a2 2n

oder nach einer elementaren Umformung

/°° dr ™
o142 psin (l)

2n
/°° dx
—oo (L +22)2

Dazu verwenden wir als Integrationskurve die Strecke von —R nach R auf der reellen Achse, gefolgt vom
Halbkreis vr in der oberen Halbebene. Da
/ dz
. (1 + 22)2

/00 dz . /R dzx o 1 0

— = lim = 2MiTeSymy e = —.

oo (14 22)2 Rooo J_p (14 22)2 (1+22)2 2
12

Beispiel 6. Wir berechnen

lim
R—o0

)

erhalten wir



Ubung 16. Berechne [ & dg

oo 14x4-

Ubung 17. Berechne 1= 117 dr. (Verwende cosz = Re ')

5.3. Fourier Transformationen. Ein Spezialfall der vorangehenden Integrale ist die Berechnung der

Fouriertransformation
. 1 00 )
t) = — x)e 1 dx.
= —=[ t@

Wenn f durch die Einschrédnkung einer analytischen Funktion auf die reelle Achse gegeben ist, kann man
oft den Residuensatz anwenden, um f zu berechnen.

Beispiel 7. Wir berechnen die Fouriertransformierte von f(z) = (1+22)~!. Dazu nehmen wir zunichst
an, dass ¢t < 0 ist, und verwenden den rechteckigen Pfad, der die Punkte (—R,0), (R,0), (R,S), und
(=R, S) verbindet. Fiir R > 0 und S > 1 haben wir dann

R S
2mives,—; f(z)e "* = / f(z)e ™ da + / F(R + iy)e M EFW) gy
/ flz+iS)e " (z+45) da:—i—/ f(=R+iye —it(=Rtiy) gy

Wenn wir nun S — oo gehen lassen, verschwindet das dritte Integral in dieser Summenzerlegung, da

CRetS
2

)

-R
/ fx +i8)e™ @+ qg| <
R

und ¢t < 0 angenommen war. Wir betrachten nun das zweite Integral und lassen in diesen zunéchst
S — oo und dann R — oo. Wir erhalten fiir den ersten Grenziibergang das uneigentliche Integral
IS f(R+ iy)e " (BTW) dy und schitzen ab:

/ F(R + iy)e M E+W) gy

C C
< ty — .
/0 e dy 2 —0 (R — OO)

Eine dhnliche Abschétzung ldsst uns den Grenziibergang im vierten Integral durchfithren. Wir erhalten

5 | ; etz s
= —— —H Jy — /AT Tes ey ——— = tt<0.
f @) \/%/_Oof(x)e x miTeS:=i T3 \/;e <

Falls ¢t > 0, so miissen wir statt einem Rechteck in der oberen Halbebene eines in der unteren Halbebene
verwenden, also mit S < 0 arbeiten. Exakt dieselben Argumente liefern dann

YRS S —ite g0 — /o e T
ft) = Nza N f(zx)e ™" dx = —V2mires,—_; T2\ 3¢ t>0.

Fiir ¢ = 0 erinnern wir an Beispiel [3] und erhalten

I
f0)= /5.
Zusammengefasst ist f fe"t‘

1

r—1i°

Ubung 18. Finde die Fouriertransformierte von f(z) =

5.4. Summation unendlicher Reihen. Oft kann man den Residuensatz verwenden, um eine Reihe
zu summieren, indem man die Reihenterme als die Residuen einer Funktion mit passenden Wachstum-
seigenschaften realisiert.

Beispiel 8. Wir bestimmen die Summe von
— 1
>

Dazu verwenden wir die Funktion 7 cot(rz). Diese hat einfache Pole an allen Stellen n € Z; das Residuum
an diesen Stellen berechnet sich durch

Wir benutzen nun
13



I"Jbung 19. Auf dem Rechteck vy, welches symmetrisch um den Ursprung liegt, die reelle Achse in den
Punten —N — 1/2 und N + 1/2, und die imagindre Achse in den Punkten —iN und ¢N schneidet, ist
| cot(mz)| < 2.

Damit sehen wir, dass limy_, o on T COt 72 dz = 0; auf der anderen Seite gilt
cotmz cot TZ . cotmz
™ 2 dz = 273 Z T€S,—p T = Z + 2mires,—o T 2
TN n<N n=1
Eine einfache Rechnung liefert uns nun
cotmz -2
TeSz=0 T—3— = —3—
Wenn wir nun N — oo lassen, erhalten wir
72 = —.
—n 6
Ubung 20. Bestimme 37 —)n (Dazu verwende eine Modifikation von 7 cot(7z), um die Vorzeichen

zu erhalten)
Ubung 21. Bestimme >°° | L.

6. EINFACHER ZUSAMMENHANG

In diesem Kapitel wollen wir uns dem Thema, wie man Fortsetzungen von holomorphen Funktionen
konstruieren kann, in einem speziell einfachen Fall ndhern. Wir fragen uns, wie ein Gebiet §2 (also
eine offene, zusammenhéngende Teilmenge von C) aussehen muss, um auf ihm einen wohlbestimmten
Logarithmus einer nichtverschwindenden holomorphen Funktion definieren zu kénnen.

Eine erste Beobachtung ist, dass die Existenz eines wohlbestimmten Logarithmus von f gleichwertig
mit der Existenz einer Stammfunktion von f'/f = ¢ ist. Wéhlen wir ein fixes zp € Q und fiir jedes
z € Q) einen Pfad 7., der zp mit z verbindet, so kénnen wir einen Ansatz fiir eine Stammfunktion wie
folgt machen:

G(z) = / 9(C) dc.

Leider ist dadurch nicht garantiert, dass die so definierte Funktion G auch tatséchlich differenzierbar
ist—als Beispiel betrachten wir 2 = C\ {0} und die Funktion 1/z. Falls G allerdings vom gew#hlten Pfad
7, nicht abhéngt, also fiir einen anderen Pfad 7, gilt dass

[ 9©dc= [ g
» =
ist G klarerweise differenzierbar—um die Differenzierbarkeit an einer Stelle wy € € zu iiberpriifen,

schreiben wir ;

G(z) = / s dc+ [ g(¢)de,

wg wo
wo das zweite Integral iiber die Strecke von wy nach z verlduft (solange z nahe genug an wy ist, bleiben
wir ja in ). Dann haben wir
L G(e) ~ Glw)
z2—wo Z — Wy
nach einer altbekannten Rechnung, und somit ist G differenzierbar.
Die Vorrausetzung, dass das Integral wegunabhéngig ist, bedeutet gerade, dass fiir den geschlossenen

Pfad T =, — 5.
/Fg@) dc =0

gilt. Insgesamt muss also, um eine Stammfunktion nach dem obigen Ansatz zu definieren, dies fiir alle
geschlossenen Pfade in €2 gelten. Hat g umgekehrt eine Stammfunktion, so hangt das Integral iber einen
beliebigen Pfad v nur von dessen Anfangs- und Endpunkt ab, da

/ 9(€)dC = G(x(1)) — G(7(0))

= g(wo),

ist.
14



Wir fassen die vorangehenden Betrachtungen kurz zusammen:

Lemma 20. Sei Q C C ein Gebiet, g eine holomorphe Funktion in ). Dann gibt es eine holomorphe
Stammfunktion G zu g auf Q genau dann, wenn

/Fg@ d¢ =0

fiir alle geschlossenen Pfade in ) ist.
Ist f eine auf Q nichtverschwindende holomorphe Funktion, so gibt es eine holomorphe Funktion G

mit e¢ = f genau dann, wenn
7O
dc =
/p 70 =0

Der Nachteil dieser Bedingung ist, dass sie von der Funktion ¢ (beziehungsweise f) abhéngt—wir
hétten gerne eine Bedingung, die keine explizite Kenntnis der Funktion verlangt, um auf die Existenz
einer Stammfunktion oder eines Logarithmus zu schliessen, also eine Bedingung, die an das Gebiet gestellt
wird. Hier hilft uns wiederum der Cauchy’sche Integralsatz [5} nach dem das Integral einer holomorphen
Funktion unter Homotopien invariant ist. Wenn nun jeder geschlossene Pfad in {2 zu einem Punkt
homotop ist (wir sagen dann, dass € einfach zusammenhéngend ist), so ist die Bedingung von Lemma
fiir jede holomorphe Funktion ¢ (beziehungsweise fiir jede nichtverschwindende holomorphe Funktion f)
erfiillt, da das Integral iiber einen konstanten Pfad verschwindet.

Wir kénnten allerdings auch die Homologievariante des Cauchy’schen Integralsatzes [7] anwenden, und
vorraussetzen, dass alle Zykel in 2 nullhomolog sind. Diese Vorraussetzung wird durch den einfachen
Zusammenhang von {2 impliziert, wie wir schon bemerkt haben: Angenommen, dass es einen Zykel I" in
Q gibt, der nicht in Q nullhomolog ist, so gibt es einen Punkt 2y € C\ Q mit ind,, T' # 0. Wir betrachten

1

nun die auf € holomorphe Funktion go(z) = ;=-. Nach dem Residuensatz |§| gilt nun, dass

fir alle geschlossenen Pfade T in ) gilt.

/go(C) d¢ =2miind., T # 0.
T

Insbesondere ist der Pfad I' nicht nullhomotop in (2. Ubrigens gilt die Umkehrung dieser Beobachtung
nicht.

ﬁbung 22. Finde ein Gebiet €2 und einen Pfad I' in 2, welcher in 2 nullhomolog, aber nicht nullhomotop
ist.

Trotzdem ist Q aber nicht einfach zusammenhéngend, wenn nicht jeder Zykel in € nullhomolog ist.
In diesem Fall muss C\ 2 ndmlich auch kompakte Zusammenhangskomponenten haben: sei I' ein Zykel,
zo € C\ Q mit ind,, ' # 0. Da C\ T in offene Mengen zerféllt, auf denen ind, I" konstant ist, und auf
der unbeschrinkten Komponente von C\ I ind, I' = 0 ist, ist die Zusammenhangskomponente von zj in
C\ Q beschrankt und abgeschlossen, also kompakt.  hat in diesem Fall also “Léocher”, was die Existenz
von nicht nullhomotopen Pfaden impliziert.

Wir kénnen nun zusammenfassen:

Satz 10. Sei Q C C ein Gebiet. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1) Q ist einfach zusammenhdangend;
ii) jeder Zykel T' in Q ist nullhomolog;
iii) jede holomorphe Funktion g in Q besitzt eine in Q holomorphe Stammfunktion G;
iv)
)

iv) jede nichtverschwindende holomorphe Funktion f besitzt einen Logarithmus;
v) fiir jeden Zykel T' in Q und jede holomorphe Funktion g in Q0 gilt

/F 9(¢) d¢ = 0.

Wir haben diese Aquivalenzen im vorangehenden fast schon bewiesen, mit der Ausnahme von iv) (das
im Moment nur impliziert wird). Um den Kreis zu schliessen, fehlt uns also folgende

ﬁbung 23. Zeige, dass iv) im vorangehenden Satz ii) impliziert.

Unser nachstes Ziel ist es, eine weitere Aquivalenz zu Satz hinzuzufiigen: Es gibt eine bijektive
holomorphe Abbildung Q — {|z| < 1} zwischen € und der Einheitskreisscheibe. Um so eine Abbildung
zu konstruieren, bendtigen wir einige Vorbereitungen.
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7. NORMALE FAMILIEN UND DER SATZ VON MONTEL

Wir erinnern daran, dass eine Familie F von stetigen Funktionen auf einem topologischen Raum
X normal ist, wenn jede Folge in F eine auf kompakten Teilmengen von X gleichméssig konvergente
Teilfolge hat.

Das grundlegende Mittel, um Normalitét festzustellen, ist der Satz von Arzela-Ascoli:

Satz 11. Sei X ein kompakter, separabler topologischer Raum, F C C(X). Wenn F punktweise
beschrankt und gleichgradig stetig ist, dann ist F normal.

ﬁbung 24. Wiederhole den Beweis von Satz

Der Satz von Montel sagt uns, dass die gleichgradige Stetigkeit von Familien holomorpher Funktionen
besonders einfach festzustellen ist.

Satz 12. Sei Q C C offen, F C H(Q2). Wenn F gleichmdssig beschrankt auf kompakten Teilmengen von
Q ist, dann ist F normal.

Proof. Nach Satz und dem Weierstrass’schen Konvergenzsatz (der gleichméssige Grenzwert holo-
morpher Funktionen ist holomorph) ist es genug zu zeigen, dass F gleichgradig stetig auf kompakten
Teilmengen von Q ist. Sei K C 2 also kompakt. Wir wihlen r > 0 mit Ds,(p) C Q fiir p € K und
betrachten fiir s < r und f € F, z,w € Ds(p)

e £(0) 1 f(©)
(=) = flw)l = 2mi /ICp|—2r (-2 - 2mi |¢—p|=2r C-w dc‘
S |z . w|maX(eK27v f(C)l .

,
Wir beachten nun, dass Ko, = {z € Q: max,ck |z — p| < 2r} wieder kompakt ist; damit ist F auf Ko,
gleichméssig beschriankt, und unsere obige Abschétzung zeigt, dass fir z,w € K, |f(z)— f(w)| < C|z—w|
fiir ein C' > 0, und zwar fiir alle z,w € K mit |z — w| < s < r. Insbesondere ist F gleichgradig stetig auf
kompakten Teilmengen von 2. O

8. DER SATZ VON DER OFFENEN ABBILDUNG

Wir benétigen auch den folgenden Satz, der besagt, dass analytische Funktionen offene Abbildungen
sind.

Satz 13. Sei f eine holomorphe Funktion auf der offenen Menge Q@ C C. Dann gibt es fiir alle z € Q
und fir jedes hinreichend kleine s > 0 ein r > 0 sodass D(f(z),r) C f(D(z,s)). Insbesondere ist f(U)

offen.
Wir beweisen den Satz von der offen Abbildung mit Hilfe des Satzes von Rouche:

Satz 14. Sei~y eine einfache geschlossene Kurve, die ein Gebiet € berandet, f,g holomorphe Funktionen
in einer Umgebung von 0, mit |f(z) — g(2)| < |f(2)| fir z € v. Dann ist die Anzahl der Nullstellen Z;
von [ in Q gleich der Anzahl der Nullstellen Zg von g in Q.

Proof. Wir bemerken zunéchst, dass nach Vorraussetzung sowohl g als auch f auf « nicht verschwinden.
Also sind sowohl f als auch g nichttrivial; die Anzahl der Nullstellen in  ist also endlich. Die Anzahl
der Nullstellen von f wird nach dem Residuensatz mit Hilfe des Integrals

11
ori ), £(Q)

gezdhlt. Nachdem |f — g| < |f] auf v ist, gilt fiir h = g/f |1 — h(2)| <1 fir z € v. Wir konnen also in
einer Umgebung von v eine Stammfunktion fiir log A wiahlen. Damit ist aber

Y R (O B o A (O I i (9
O‘Lmo“‘Lwo“ lﬂo%
also Zf = Zg. O

d¢ = Zy

Beweis von Satz[I3 Sei z € Q. Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass f(z) = 0

ist. Wenn f nichtkonstant ist, so gibt es ein sg > 0, sodass f(¢) # 0, wenn 0 < |z — | < s¢ (da die

Nullstellen von f isoliert sind). Sei r(s) = minj¢c_;— |f(¢)|. Nach dem Satz von Rouche haben f(¢) und

f(¢) —w dieselbe Anzahl von Nullstellen in D;(z), wenn |w| < r(s). Also ist D(0,7(s)) C f(D(z,s)). O
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9. INJEKTIVE HOLOMORPHE FUNKTIONEN UND DER SATZ VON HURWITZ

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass der Grenzwert einer Folge injektiver holomorpher Funk-
tionen entweder konstant oder wieder injektiv ist. Der erste Schritt zu diesem als Satz von Hurwitz
bekannten Sachverhalt ist die folgende Beobachtung.

Lemma 21. Sei f, eine Folge holomorpher Funktionen auf dem Gebiet 2, welche in Q mnicht ver-
schwinden, und gleichmdssig auf kompakten Teilmengen gegen eine Funktion f konvergiert. Dann ist
entweder f = 0 oder f verschwindet nicht in ). Genauer gesagt: wenn f, eine beliebige Folge holomor-
pher Funktionen ist, welche gleichmdssig auf kompakten Teilmengen gegen eine Funktion f konvergiert,
und D,(z) eine Kreisscheibe mit D,.(z) C Q ist, mit f({) # 0 fir |z — (| = r, dann haben f und f, fir
hinreichend grosse n dieselbe Anzahl von Nullstellen in D,.(z).

Proof. Wenn [ nicht identisch verschwindet, sind die Nullstellen von f diskret in . Sei z ein Punkt
in Q und » > 0 mit D,(z) C Q und f({) # 0 fiir [( — 2| = 7. Sei € = minjc_;—, |f(¢)| > 0. Nachdem
lim,, f,, = f ist, gibt es ein N € N, sodass |f,(¢) — f({)| < /2 < |f({)]| fiir |z — ¢| = r. Nach dem Satz
von Rouche [14| haben daher f,, und f dieselbe Anzahl von Nullstellen in D,.(z). O

Satz 15. Sei f, eine Folge injektiver holomorpher Funktionen auf dem Gebiet 2, welche gleichmdssig
auf kompakten Teilmengen gegen eine Funktion f konvergiert. Dann ist f konstant oder injektiv.

Proof. Angenommen, f ist nicht injektiv. Es gibt also zwei Punkte p,q € Q sodass f(p) = f(¢); ohne
Beschrinkund der Allgemeinheit nehmen wir an, dass f(p) = f(¢) = 0 ist. Wir betrachten nun das
Gebiet Q = Q \ {¢}. Nach Vorraussetzung konvergiert f, auch auf kompakten Teilmengen von Q gegen
f, also auch fn(z) = fu(z) — fn(q). Wenn f nicht konstant ist, gibt es ein r > 0 mit D,.(p) C Q sodass
f(€) #0fir 0 < |¢—p| <r. Nach Lemmahaben also fiir geniigend grosse n f,, und f dieselbe Anzahl
von Nullstellen in D,.(p); i.e. es gibt ein p,, mit f,(pn) = fn(g). Also sind die f,, fiir geniigend grosse n
nicht injektiv. O

10. DAS SCHWARZ’SCHE LEMMA UND AUTOMORPHISMEN DER KREISSCHEIBE

Lemma 22. Sei f eine holomorphe Funktion auf D1(0) mit f(0) =0 und |f(2)| <1 fir |z| < 1. Dann
ist | f(2)] < |z| und |f(0)| < 1, und weiters gilt | f(2)| = |z| fir ein z € D1(0) mit z # 0 oder | f/(0)] =1
genau dann, wenn f(z) = Az mit || = 1.

Proof. Da f(0) = 0, ist die Funktion g(z) = f(z)/z holomorph auf D;(0) (d.h., die Singularitét an der
Stelle 0 ist hebbar). Weiters gilt fiir jedes » < 1, dass |g(z)| < 1/r wenn z € D,.(0); also ist |g(z)| <1 fiir
z € D1(0), und damit |f(z)| < |z| und |f’(0)] < 1. Das Maximumsprinzip bedingt nun, dass g konstant
ist, falls |g(z)| = 1 fiir ein z € D;(0); in diesem Fall ist also f(z) = Az fiir ein A mit [A\| = 1. O

Eine wichtige Folgerung aus diesem Lemma ist, dass eine bijektive holomorphe Funktion ¢: D;(0) —
D4 (0) mit ¢(0) = 0 notwendigerweise eine Rotation ist, also ¢(z) = Az fiir ein A mit |A\| = 1 (das folgt
aus der Anwendung des Schwarz’schen Lemmas auf ¢ und ¢~!). Um die gesamten Automorphismen der
Kreisscheibe zu bestimmen, miissen wir also nur jene Automorphismen finden, die Punkte bewegen.

Betrachten wir also die Abbildungen

z—a

va(z) a € D1(0).

T1-az
Diese haben die Eigenschaft, dass ¢(a) = 0, und ¢(0) = —a; weiters ist |p(z)] = 1 fiir |2] = 1. Also
bildet ¢ die Einheitskreisscheibe auf sich selber ab. Eine kurze Rechnung zeigt, dass

z+a —a

Tra
valp-al(2)) = 1+afiz+a =z

~O011a.

damit ist ¢, bijektiv, und es folgt, dass ein beliebiger Automorphismus der Kreisscheibe f(z) sich als
f(z) = A= fiir ein a € D;(0) schreiben lisst.

Ubung 25. Das Schwarz’sche Lemma ldsst sich nun wie folgt interpretieren: Wenn f: D; (0) — D1(0)
eine holomorphe Abbildung ist, so ist

1) = f(w)
1= fw)f(2)
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und
!
PO
L= f(z)]? — 1 -4
wenn in einer der beiden Ungleichungen fiir ein Paar von Punkten z,w € D;(0) bzw. fiir ein z € D1(0)
Gleichheit besteht, so ist f ein Automorphismus der Kreisscheibe. (Diese Aussage ist das Schwarz-Pick
Lemma).

Definition 23. Fiir zwei Punkte z,w € D1(0) ist die hyperbolische Distanz d(z,w) definiert durch

).

ﬁbung 26. Interpretiere das Schwarz-Pick Lemma mit Hilfe von Definition

—w

d(z,w) = 2artanh <‘ 1Z

—wz

11. DER RIEMANN’SCHE ABBILDUNGSSATZ

Satz 16. Sei ) C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, a € Q. Dann gibt es genau eine biholo-
morphe Abbildung g: Q@ — D1(0) mit g(a) = 0 und ¢'(a) > 0.

Proof. Wir definieren
F={f: Q2 — D1(0), f(a) =0, f injektiv}.

Dann ist F # (: Sei dazu w € C\ Q. Da Q einfach zusammenhéngend ist, gibt es eine holomorphe
Funktion g auf Q mit g(2)? = z — w; man iiberpriift leicht, dass g injektiv ist. Wenn ¢ € g(f2), so ist
—C ¢ g(Q) (da sonst, falls g(z1) = ¢ und g(22) = —C gelten muss, dass z; —a = g(z1)? = g(22)? = 22 —a,
somit ¢ = —=C und ¢ = 0 ¢ ¢g(92)). Nach dem Satz von der offenen Abbildung (Satz ist g(2) offen;
damit ist auch —g(f2) offen, und nach der Beobachtung vorher ist fiir einen Kreis D,.(b) C —g(£2) auch
g(2) N D,.(b) = 0. Die Abbildung

r
T b
ist nun eine injektive Abbildung von © nach D;(0). Nach Zusammensetzung mit einem geeigneten
Automorphismus der Kreisscheibe konnen wir auch annehmen, dass a auf 0 abgebildet wird; also ist
F # 0.

Wir setzen nun M = sup ;¢ r [f'(a)| > 0. Nach dem Satz von Montel (Satz koénnen wir aus jeder
Folge f; mit f; € F eine konvergente Teilfolge auswéhlen; fiir den Limes f einer solchen Folge f; mit
|fi(a)] — M gilt nun, dass f nichtkonstant ist (da |f’(a)] = M > 0) und damit nach dem Satz von
Hurwitz (Satz , dass f € F. Damit ist M ein Maximum, und wir behaupten, dass jedes f mit
|f'(a)] = M surjektiv ist.

Wenn so ein f nicht surjektiv ist, so sei b € D1(0) mit b ¢ f(2). Dann ist 0 ¢ ¢, o f(2). Wir
wihlen eine Wurzel W dieser Funktion, i.e. eine holomorphe Funktion W auf Q mit W (z)? = ¢ o f.
Dann ist g(z) = pw@y oW € F. Da f = ¢ 35S0 p_w) og, wo S(z) = 22, und p = ¢_pS o P_W(a)
kein Automorphismus der Kreisscheibe ist (aber 0 auf 0 abbildet), gilt nach dem Schwarz’schen Lemma
|©'(0)] < 1. Damit ist aber |f'(a)| < |¢'(a)|, also |f'(a)| < M. O

Bemerkung 4. Wir haben in Satz vorrausgesetzt, dass {2 einfach zusammenhéngend ist. Eine
kurze Inspektion des Beweises zeigt, dass wir nur die homologische Trivialitdt von {2 verwendet haben;
der Riemann’sche Abbildungssatz gibt damit einen Beweis, dass homologische Trivialitat den einfachen
Zusammenhang impliziert.

12. DER APPROXIMATIONSSATZ VON RUNGE

Satz 17. Sei K C C kompakt, K¢ = U;U; die Zerlegung in Zusammenhangskomponenten, und a; € U;;
wenn U; die unbeschrinkte Zusammenhangskomponente von K¢ ist, so wollen wir a; = oo zulassen.
Dann ldsst sich jede Funktion, welche holomorph in einer Umgebung von K ist, gleichmdssig auf K
durch rationale Funktionen mit Polen in den a; approximieren.

Fiir den Beweis des Satzes bendtigen wir das folgende Korollar aus dem Satz von Hahn-Banach.

Korollar 24. Sei F ein normierter Raum, E C F ein Teilraum. Dann ist f € E genau dann, wenn fiir
alle stetigen linearen Funktionale L auf F mit L|g = 0 auch Lf =0 gilt.
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Beweis von Satz[17 Wir wenden Korollar auf FF = C(K) (mit der Maximumsnorm) und E den
Teilraum der rationalen Funktionen mit Polen in den a;. Sei L ein stetiges lineares Funktional, welches
auf E verschwindet, und f auf 2 O K holomorph. Wir betrachten die Funktion

h(¢) = L(z = (¢ = 2)7").
Dann ist h holomorph auf K¢, da sich fiir jedes (o € K¢ und r > 0 mit D,.({y) C K¢

() Sl ) o

schreiben lisst. Nach Vorraussetzung ist aber L((a; — 2)7%) = 0 fiir alle k, falls a; # oo; damit
verschwindet h zu unendlicher Ordnung bei a; und damit nach dem Identitatssatz auf U;. Ist a; = oo,

so schreiben wir
( ) Z L () i

und verwenden dass (wieder nach Vorraussetzung) L( k+1) = 0 fiir alle k ist; auch hier folgt, dass h = 0
auf Uj ist.
Wir wihlen nun einen Zykel I' € Q \ K mit ind, ' = 1 fiir z € K, und schreiben

I (S VS ER-N T (TR
f(z)m/rg—zdczvlflozmz]cm—z

k=1

mit gleichméssiger Konvergenz der Riemannsummen fiir z € K. Damit haben wir

L(f(2)) = Jim chNf i) (c )— lim Z@Nf Go)R(GN) =
3, N

I"Jbung 27. Zeige, dass es einen Zykel I' wie im Beweis von Satz|17| bendtigt gibt!

Unser néchster Schritt bestet in der Anwendung des vorangehenden Satzes iiber Approximation durch
rationale (also global auf C definierte) Funktionen auf eine lokalisierte Situation. Hier ist es von Vorteil,
die folgende Art der Hiillenbildung fiir kompakte Mengen K C €2 einzufithren: wir definieren Kq als die
Menge aller z € , fiir die ein “relatives Maximumsprinzip” beztiglich K gilt, d.h.

Ko ={z€Q:|f(2)| < |fllx firalle f € H(Q)},

wobei || f||x = max.cx |f(2)| die Maximumsnorm iiber K ist. Wir nennen eine Menge K holomorph-
konvex, (beziiglich 2), wenn Ko=K gilt. (Bemerke: wir haben immer K C Kq und Kgq ist holomorph-
konvex).

Satz 18. Sei Q) C C offen, K C Q) kompakt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

i) Jede auf einer Umgebung von K holomorphe Funktion ldsst sich durch holomorphe Funktionen auf

Q gleichmassig auf K approzimieren;

i) Ko =K;

iii) Q\ K hat keine in Q relativ kompakten Zusammenhangskomponenten.
Proof. Dass impliziert, folgt direkt aus Satz da Q\ K keine in Q relativ kompakten Zusammen-
hangskomponenten hat, ist keine der beschrankten Zusammenhangskomponenten von K€ in §2 enthalten,
und wir kénnen dementsprechend durch rationale Funktione mit Polen ausserhalb von ) approximieren.

Wenn nicht gilt, es also eine relativ kompakte Zusammenhangskomponente U von 2\ K gibt, so
ist fiir jedes f € ’H( ) und jedes z € U nach dem Maximumsprinzip |f(2)| < || f|l,; < | fll g, da dU C K;
somit ist U C Kgq, also gﬂt ' nicht. Ahnlich kénnen wir sehen, dass auch [if nicht gilt: Wenn zy € U,
so konnen wir (falls[il) erfiillt ist) die in einer Umgebung von K holomorphe Funktion f(z) = (z — z9)~ !
gleichmassig durch auf © holomorphe Funktionen f; approximieren. Nach unserer Beobachtung von
vorher ist U C Kg, somit folgt aus der gleichmiissigen Konvergenz von f; auf K auch die auf U gegen
eine Grenzfunktion F. Da F(z)(z — z9) = 1 auf bU, ist F'(z)(z — z9) = 1 auf U, was wegen zg € U nicht
moglich ist.

Wir zeigen nun noch, dasslii]) erfiillt ist, falls die (bereits als dquivalent gezeigten) Bedingungen und
gelten. Sei dazu z € Q\ K. Wenn wir eine kleine, abgeschlossene Kreisscheibe D um z wiéhlen, so
hat Q \ K U D keine in Q relativ kompakten Zusammenhangskomponenten, da Q \ K keine hat. Wir
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approximieren die auf K U D holomorphe Funktion f, welche auf K konstant 0 und auf D konstant 1
ist, durch eine auf  holomorphe Funktion g mit || f — g||x,p < 1/2. Dann ist |g(z)| > 1/2 > ||g| x, also

Z%KQ O

Ubung 28. Gib eine Bedingung fiir die kompakte Menge K an, sodass jede in einer Umgebung von K
holomorphe Funktion gleichméssig auf K durch Polynome approximierbar ist!

13. DER SATZ VON MITTAG-LEFFLER

Der Satz von Mittag-Leffler erlaubt es uns, meromorphe Funktionen auf einer offenen Menge mit
beliebig vorgegebenen Hauptteilen zu konstruieren.

Satz 19. Sei Q C C eine offene Menge, z; € 2, j € N, eine diskrete Folge von paarweise verschiedenen
Punkten in Q. Fir jedes j € N sei ein Hauptteil

gegeben. Dann gibt es eine meromorphe Funktion f auf Q, die Pole nur an den z; hat und der Hauptteil
deren Laurententwicklung an der Stelle z; das gegebene P; ist.

Proof. Wir konstruieren eine Folge von kompakten Mengen K; mit K1 C Ky C --- C  und U; K; = Q)
(eine kompakte Ausschépfung von ). Indem wir K; durch K j,0 ersetzen, konnen wir annehmen,
dass jedes K; holomorph-konvex ist (also K'j,g = K erfiillt). Weiters kénnen wir durch einfaches
Umnumerieren annehmen, dass z; ¢ K, wenn j > . Die Funktion P; ist dann holomorph in einer
Umgebung von K, und nach Satz gibt es eine holomorphe Funktion h; auf Q mit || P; — h,]| K, < 277,

Wir behaupten nun, dass f = ;P — h; die Bedingungen des Satzes erfiillt. Dazu zeigen wir, dass
flint K, eine wohldefinierte meromorphe Funktion auf intK; mit Polen genau an den 2y, k < j, mit den
vorgegebenen Hauptteilen ist, also f — 7, _ j P; holomorph in intK; ist. Es ist nun aber

=Y P = (=he)+> (P —hy),
k<j k<j k>3
und die zweite Summe konvergiert gegen eine stetige Funktion auf K, da || Py — hg|| K < 1Px — hill g, <
27" ist; nach dem Weierstrass’schen Konvergenzsatz ist die Grenzfunktion also holomorph auf int K 5. O

Beispiel 9. Wir betrachten die Funktion
2

Z)= —5—.
1) sin?(7z)
Am Punkt 0 berechnen wir den Hauptteil der Laurententwicklung f(z) = Z% +...;nachdem f periodisch
mit Periode 1, ist der Hauptteil von f an der Stelle n € N

Die Reihe 1
9(z) = Z m

neL
konvergiert gleichméssig auf kompakten Teilemengen vonC \ Z. Die Funktion f(z) — g(z) ist also holo-
morph auf C, und man kann zeigen, dass lim,_,+ f(z) — g(z) = 0; damit ist nach dem Satz von Liouville

f(z) =g(2).
Ubung 29. Zeige, dass im obigen Beispiel lim,_, o f(z) —g(2) =0 ist!
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