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KAPITEL 1

Teilmannigfaltigkeiten

1. Tangential- und Kotangentialrdume

Wir beginnen unsere Diskussion differentialgeometrischer Grundkonzepte mit einer Formalisierung des
Differentialkalkiils im RY, das uns von grosser Hilfe sein wird. Wir bezeichnen mit (x1,...,2zn) die Koordina-

ten im RY. Fiir p € RY sind die partiellen Ableitungen a%j erklirt; sie agieren auf Funktionen ¢ € C1(U),
p
wo U eine offene Umgebung von p ist, durch
9 dp _plp+te;) — o(p)
o= p =1 I .
Oz pﬁﬂ 0 (p) 150 t

Nachdem dieser Operator nur die “lokale Information” von ¢ im Punkt p sieht, ist es oft von Vorteil, ihn
auf einem geeigneten Raum von Keimen von Funktionen zu betrachten. Zunéchst betrachten wir alle um p
definierten C*-Funktionen, wo k € NU {oo,w} ist:

E= |J chw,

UeN (P)

wo die Vereinigung iiber alle offenen Umgebungen U von p geht. Wir fithren auf E eine Aquivalenzrelation
ein, indem wir f € C*(U) und g € C*(V) als #quivalent erkliren, wenn f und g nahe bei p iibereinstimmen,
also formal:

frg:e3WeN(p) flw=glw-
Der Quotientenraum
CHRN,p) =E/
wird mit den von den Riumen C¥(U) vererbten Operationen (Addition, Skalarmultiplikation, Multiplika-
tion) eine Algebra iiber R. Die partiellen Ableitungen sind Derivationen dieser Algebra, dh sie erfiillen die
Leibnizregel:

9 9 9

9, p(wﬁ) = ¢(p) oz, pw + 1/1(19)% R
Dies ist mehr oder weniger das einzige Beispiel einer solchen Derivation.

LEMMA 1. Sei X: C®(RY p) — R eine Abbildung mit X (o) = ¢(p)Xt + ¥(p)X . Dann gibt es
Konstanten a; € R mit

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass X alle Konstanten annihiliert:
X(1)=X(1-1)=1X(1)+1X(1) =2X(1),
also ist X (1) = 0, und damit X () =0 fiir A € R.
X annihiliert aber auch alle Terme, die von Ordnung grésser als 1 in p verschwinden: Wenn ¢ = (z; —p; )¢
mit ¥ (p) = 0 ist, so ist
Xo=X((x; —pj)¥)
= (2j = pj)la=pX (V) + ¥ (p)X ((x; — pj))
=0.



Wir definieren nun a; = X (z; —p;), und verwenden den Fundamentalsatz, um ein gegebenes ¢ € C>(RY, p)
(das wir mit einem Representanten in einer kleinen Umgebung von p identifizieren)

1
+Z —pj /O 0, (tzj + (1 — O)p;) dt, = ¢ +ij

zu schreiben. Nach dem Satz {iber Parameterintegrale und der Charakterisierung von C'*°-Funktionen durch
partielle Ableitungen ist jedes der 1; wieder C'°°, und es gilt ¥;(p) = ¢, (p). Also ist

N
Xe=X @(p)+zwj(m) Zaaax

]

Man kann Ableitungen auch als Richtungsableitungen interpretieren. Fiir eine glatte Kurve v: (—¢,¢e) —
RN mit v(0) = p definieren wir

Dy = pon.

d

dt —0

Wegen der Produktregel ist D, eine Derivation im Sinn von oben; das obere Lemma besagt aber auch, dass
jede Derivation

0
X = Z a;
= Ox; »
auch als D., aufgefasst werden kann-dafiir miissen wir nur y(t) = p+ t(a1,...,an) setzen.

Definition 1. Wir definieren den Tangentialraum 7,R™ von RY im Punkt p als

0
TPRN = Z aj -_—
F 8.1‘.7‘ p

Bemerkung 1. Fiir jedes p in RV gilt, dass der Tangentialraum T, R ein N-dimensionaler reeller Vektor-
raum ist, also TPRN isomorph zum RY ist

:ajER

Bemerkung 2. Ein Element von T,RY ist ein Tangentialvektor im Punkt p € RY.
Bemerkung 3. Nach gilt T,RY = Der,C>= (RN p).

Fiir eine offene Menge U C RY heisst die Vereinigung aller Tangentialriume das Tangentialbiindel von

U, und es ist einfach durch
TU := | J T,RY
peU

gegeben. Ein Element von T'U ist durch ein Tangentialvektor X, an einem gewissen Punkt p € U gegeben,
und wir kénnen deswegen TU mit U x RY identifizieren. Diese Identifikation wollen wir im folgenden immer
stillschweigend verwenden, und so TU als offene Teilmenge von R?V auffassen, um iiber topologische Eigen-
schaften von TU zu sprechen. Die Abbildung 7: TU — U, die einem Tangentialvektor X € T,R"™ seinen
Fusspunkt p zuordnet, heisst die Fusspunktabbildung.

Ein glattes Vektorfeld in U ist eine glatte Abbildung X: U — TU, welche m o X = idy erfiillt, also
eine Abbildung, die jedem Punkt p einen Tangentialvektor X (p) € T,RY zuordnet. Die Menge der glatten
Vektorfelder in U C RY ist ein Modul X(U) iiber C*°(U), und jedes Element X € X(U) lisst sich also als

Zaj . a; € C*(U)

schreiben. Insbesondere konnen die partlellen Ableitungen als Vektorfelder aufgefasst werden.
Definition 2. Der Dualraum T;RN von T,RY heisst der Kotangentialraum von RY im Punkt p.

4



Fiir eine beliebigen Keim ¢ € C°°(RY, p) definieren wir das Differential von ¢, welches mir mit dp(p) €
TP*RN bezeichnen, durch

(d@)p(Xp) = Xpp.

Insbesondere haben die Koordinatenfunktionen xj, Differentiale, und fiir X = >_ ;@ % gilt
J
P

N al‘k
(day)p(X) = Z%‘%(P) = ay,
i=1 !

(ol e

von T,RN duale Basis von TyR" durch {(dz1),,...,(dzN),} gegeben ist.

Ahnlich wie beim Tangentialbiindel definieren wir das Kotangentialbiindel einer offenen Teilmenge U C
RY durch

und wir sehen, dass die zu der Basis

0

"“833]\]

p

U = T;U.
peU
Die Fusspunktabbildung ist auch dhnlich wie vorher definiert. Die Schnitte des Biindels, dh Abbildungen
w: U — T*U welche m ow = idy erfiillen, heissen nun Differentialformen vom Grad 1 in U, oder einfach
1-Formen in U; der Modul dieser Formen wird mit Q!(U) bezeichnet.
Eine 1-Form w € Q'(U) kann also als

N
w= Zajdxj7 a; € C(U)
j=1
geschrieben werden. Wenn f € C*°(U) ist, so erkldren wir df wie oben; insbesondere ist fiir ein glattes
Vektorfeld X € X(U) die Auswertung df(X) = X f € C*°(U). In Koordinaten ist

N
of
df =) o
j=1 """

2. Teilmannigfaltigkeiten

Definition 3. Sei M C RY. Wir sagen, M ist eine (glatte) Teilmannigfaltigkeit der Kodimension d bzw.
der Dimension n = N — d, wenn es fiir jedes p € M eine offene Umgebung U € N (p) und glatte Funktionen
01,...04 € C(U) gibt, die folgende Eigenschaften erfiillen:

(1) doy,...dog sind linear unabhingig in T;RN fiir jedes p € U;

(2) UnM ={o1="-+=04=0}.

Funktionen g1, ..., 04 wie oben (dh welche 1) und 2) erfiillt) heissen definierende Funktionen fix M bei

.
Beispiel 1. Wenn E C RY ein linearer Teilraum der Dimension N — d ist, so ist E eine Teilmannigfaltigkeit
des R¥. Dies folgt, da E durch d unabhingige lineare Gleichungen definiert werden kann, dh es gibt eine
d x n Matrix (bzw. lineare Abbildung) A vom Rank d,

1.1 ai,N
A =
aqg1 ... ad,N

)

sodass F = ker A. Wir konnen als definierende Funktionen also die linearen Funktionale

N
(@) = aj ks
k=1
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verwenden; die Differentiale,

N
dl; =" a;rdzy,
k=1

sind dann offensichtlich linear unabhéngig.

Beispiel 2. Wenn f € C°(U) ist, und df in U nicht verschwindet, so ist V(f) = f~1(0) eine Teil-
mannigfaltigket (eine glatte Hyperfliche). f ist in diesem Fall selber die definierende Funktion. Es gilt
T,V (f) = ker(df),.

Beispiel 3. Die Sphiire SV¥~! ¢ RY, welche durch

SN—I :{$€RN1'§++$?V:<$7$> :1}
definiert ist, ist eine glatte Teilmannigfaltigkeit. Fiir p € SN =1 gilt

7,8V = {(z1,...,7N): ijpj = (z,p) = 0}.

Beispiel 4. Das Ellipsoid F, definiert durch

8
[SIEAN

E={zeRN: Z

as
Jj=1

<

ist eine Teilmannigfaltigkeit.
Beispiel 5. Sei U C R™ offen, und ¢1,...,¢q € C*®°(U). Dann ist der Graph I', der Abbildung ¢ =
(01,---,04): U — R eine glatte Teilmannigfaltigkeit von RY = R? x R{. Definierende Gleichungen sind
durch

0j(s,t) =t — @;(s)
gegeben. dp; sind linear unabhéngig voneinander, da dt; genau in do; vorkommt.

Das obige Beispiel gibt einen weiteren Prototypen von Teilmannigfaltigkeiten, ndmlich Teilmengen, wel-
che durch lokale Parametrisierungen definiert sind.

LEMMA 2. Sei M C RN. Dann ist M eine n-dimensionale Teilmannigfaltigkeit genav dann, wenn fiir
jedes p € M eine offene Umgebung U C RN und eine Umgebung V C R™ von 0 € R™ sowie glatte Funktionen
©1,..., N existieren sodass mit der Abbildung ¢ = (p1,...,pn): R" — RN gilt:

(1) Der von dp1,...,dpn an jedem Punkt p € V aufgespannte Teilraum von T;V hat Dimension n;
(2) MNU = (V).

BEwEIls. Wir haben in dem obigen Beispiel eigentlich schon gesehen, dass die Bedingung hinreichend
ist; um definierende Gleichungen zu erhalten, miissen wir einfach einen passenden Teil der Teil der Parame-
trisierung nach ¢ auflésen. Da ¢ vom Rang n ist, besitzt die Matrix

2(0) ... 52(0)
%ﬁy(o) f’j;f;j(o)

eine n x n-Untermatrix, sagen wir, die durch die Reihen mit den Indizes 1 < j; < --- < j, < N gegebenen,
die von vollen Rang ist. Das Gleichungssystem

i (t) —xj ==, (t) —x;, =0
lésst sich deswegen lokal nacht ¢ auflésen, d.h es gibt glatte Funktionen 1, ..., in x sodass die Losungen
dieses Gleichungssystems durch ¢, = ¢g(z;,,...x;,) gegeben sind.
Fiir die komplementéren Indizes ky, ..., kg konnen wir nun, in einer passenden Umgebung von p,
oe(x) =z, — Ye(xjy,...x5,) €=1,...,d
definieren; die Differentiale dog, £ = 1,...,d sind (wo g, definiert sind) linear unabhiingig, da dxg, nur in

doy vorkommt,.



Wenn nun auf der anderen Seite g1, ... 04 lokale definierende Funktionen fiir M bei p sind, so kénnen
wir eine Parametrisierung von M bei p wie folgt konstruieren. Zunichst wihlen wir eine Basis v!,...,v" des
Tangentialraums 7}, M, den wir wie iiblich mit R" identifizieren, sowie irgendeinen komplementéren Teilraum
zu T, M—zum Beispiel (T, M)+, und eine Basis w', ..., w?. Wir betrachten nun die Abbildung

01 (Ej sjv) + 32, tkwk)

F(Sl,...7sn,t1,...,td): :
0d (Zj 507 + 3oy tkwk>

Dann ist
doi(w') ... doi(w?)
Ft(sa t) = :

dog(w') ... dog(w?)

invertierbar am Punkt s = 0, ¢ = 0: Wenn nicht, dann gébe es eine nichttriviale Linearkombination der
w’, welche von allen der linearen Funktionale (dp;), annihiliert wird, im Widerspruch zu der Tatsache, dass
diese einen komplementéren Teilraum zu T, M = N, ker(do;), aufspannen.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es also lokale Losungen der Gleichung F'(s,t) = 0 in t,
also glatte Funktionen 1 (s),...,%q(s), definiert fiir s nahe bei 0, sodass F(s,¢(s)) = 0 ist. Eine passende
Parametrisierung ist also durch

() = (p1(s)s -y on(s) = Y5507 + ) Wpls)wy
i 2

gegeben; wir miissen noch iiberpriifen, dass diese tatséchlich vom Rang n ist. Dies sehen wir zum Beispiel,
indem wir bemerken, dass

d%(g)%j)
): = vy mod wy,...,wy

d%’N(a%j)

d@(@
J

ist. O

Beispiel 6. Wir definieren den Torus M C R3 durch die folgende Parametrisierung:

cos(s1) 1~ sin(sy) cos(sy) O 0
©(s1,82) = | sin(s1) | + 3 cos(s1) sin(sy) 0] [ cos(s2)
0 0 0 1 sin (s2)

Neben Parametrisierungen gibt es noch eine weitere bequeme Art, Teilmannigfaltigkeiten zu beschreiben.
Sei dazu p € RY und U eine offene Umgebung von p. Ein glattes Koordinatensystem (oder einfach glatte
Koordinaten) in U ist ein glatter Diffeomorphismus ®: U — V C RY | also eine glatte, bijektive Abbildung,
deren Inverses wieder glatt ist. Wir konnen dann iiber die Regel y = ®(z) (bzw. x = ®~!(y)) zwischen
den Koordinaten x bzw. y wechseln, ohne Eigenschaften, bei denen es um die Differenzierbarkeit geht, zu
verdndern.

Der Unterschied zwischen definierenden Funktionen und glatten Koordinaten ist nicht wirklich gross,
wie das folgende Lemma zeigt:

LEMMA 3. Sei M C RY. Dann ist M eine Teilmannigfaltigkeit der Kodimension d genau dann, wenn es
fiir jedes p € M eine Umgebung U von p und lokale glatte Koordinateny = ®(x) in in U g¢ibt, sodass sich M in
den Koordinaten y = (y1,...,yn) als eine offene Teilmenge des linearen Teilraums yn_g+1 =+ =yn =0
beschrieben wird.



BEWEIS. Sei zundchst M eine Teilmannigfaltigkeit, und p € M. Wir wihlen eine offene Umgebung U

von p und definierende Funktionen g1, ...

o1 o1
oxq ox N
do1 o1
81‘1 BQCN

, 04 € C(U). Die Matrix

ist also in ganz U vom Rang d, insbesondere am Punkt p. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen

wir annehmen, dass die quadratische Matrix

s () 21 (p)
Freti— (p) Do (p)
invertierbar ist. Wir definieren nun ®(z1,...,TN—d+2, EN—d+1, -, TN) = (Z1,. ., EN—d+2, 01(T), ..., 04().
Wegen
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
9%y~ o o 1 0 0
(9:6 0 0 0 901 ( ) 901 (
OTN_d+1 b RE2N p)
00 0 Zo2—(p) 72 (p)

gibt es nach dem Satz iiber implizite Funktionen eine glatte Losung @ = ¥(y) der Gleichung ®(x) = y, also
ist @ auf einer (unter Umsténden kleineren) Umgebung V von p ein glattes Koordinatensystem; in den neuen
Koordinaten y ist ®(M) offensichtlich durch yny_441 = -+ = yn gegeben.
Ist nun auf der anderen Seite die Bedingung des Lemmas erfiillt, so behaupten wir, dass die Funktionen
o (x) = PN —gj(2)
in einer passenden Umgebung von p definierende Funktionen von M sind. Da ® ein Diffeomorphismus ist,
gilt, dass die Matrix

821 (p) 221 (p)
' (p) = :
2N (p) 2ox (p)

invertierbar ist. Insbesondere ist die Matrix
OPN_at1
OTN_d+1

()

2%
893N—i+1 (p) ox N (p)
auch invertierbar, also die d x N-Matrix
OP N _, F)
%(p) ...... af}i (p)
do = : :
2% 2%
R (p) ... ﬁ(p)

., do® linear unabhéngig, und deswegen

von Rang d. Das heisst, in einer kleinen Umgebung von p sind dp', ..
|

passende definierende Funktionen von M.

Wir haben mit Hilfe der vorangehenden Lemmata also folgende Charakterisierungen fiir glatte Teilman-
nigfaltigkeiten des RY gefunden:

SATZ 1. Sei M C RN, 0 < d < N. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:
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(1) Fiir jedes p gibt es eine offene Umgebung U von p und glatte Funktionen o', ..., 0% € C=(U) fiir
dieUNX = {o* = -+ = 0% =0} ist und fiir die do',...,do? linear unabhingig in ganz U sind;

(2) Fiir jedes p € M gibt es eine offene Umgebung U von p, eine offene Menge V.C R™ = RN~ ynd
eine glatte Abbildung © = (¢1,...,0on): V — RN sodass M NU = (V) ist und dpy,...,dpn an
jedem Punkt s € V einen Teilraum der Dimension n von TV aufspannen;

(8) Fiir jedes p gibt es eine offene Umgebung U von p und glatte Koordinaten y = ®(x) in U sodass in
den Koordinaten y die Menge M NU durch yny_q4+1 = --- = yn = 0 definiert ist.

M heisst in diesem Fall eine glatte Teilmannigfaltigkeit der Dimension n und der Kodimension d in RY.

3. Glatte Funktionen auf Teilmannigfaltigkeiten

Wir besitzen zumindes zwei natiirliche Moglichkeiten, glatte Funktionen auf einer Teilmannigfaltigkeit

M C RY zu definieren.

o O®(M)={F|y: F e C®RN)};

e C®(M)={f: M =R, fope C®V) fir jede lokale Parametrisierung ¢: V — RV }.
Um die Aquivalenz dieser Moglichkeiten zu zeigen-eine wichtige Aussage, auch in den Anwendungen-
benéGtigen wir zwei analytische Hilfsmittel, welche uns auch spéter noch zum Vorteil gereichen werden.
Fiir eine offene Menge U C R¥ schreiben wir C°(U) fiir die Menge der glatten Funktionen 1 auf U, deren
Tréiger supp ) = {x € U: p(z) # 0}~ relativ kompakt in U ist.

PROPOSITION 1. Sei U C RY offen, K C U kompakt. Dann gibt es eine glatte Funktion 1 € C°(U)
mat le =1.

PROPOSITION 2. Sei (Uy)aca eine Familie offener Mengen in R™. Dann gibt es eine Menge B und fiir
jedes 8 € B ein o(B) € A, und eine Funktion v € C(Uqy(g)) mit den folgenden Eigenschaften:
(1) Fiir jedes p € RN gibt es eine Umgebung U € N (p) sodass {3 : supp s N U # 0} endlich ist;
(2) > gvp(x) =1 fiir jedes x € UgU,.

Definition 4. Sei M C R¥ eine Teilmannigfaltigkeit, f: M — RY eine Funktione. Wir sagen, f ist glatt
auf M, und schreiben f € C°°(M), wenn fiir jede glatte Parametrisierung ¢: R" D V — R¥ die Zusammen-
setzung f: ¢ eine glatte Funktion auf V ist.

Beispiel 7. Wenn M C U mit U C RY offen ist, und F € C>®(U) ist, so ist f = F|y € C°(M) (da die
Zusammensetzung glatter Abbildungen wieder glatt ist).

SATZ 2. Sei M C RV eine Teilmannigfaltigkeit der Kodimension d, und f: M — R eine glatte Funktion.
Dann gibt es eine offene Umgebung U von M in RN und F € C®(U) mit F|y = f. Wenn M abgeschlos-
sen ist, gibt es eine solche Fortsetzung in C(RYN). Wenn M zusdtzlich kompakt ist, gibt es eine solche
Fortsetzung F € C°(RY).

BEWEIS. Fiir jedes p € M wiihlen wir eine offene Umgebung U, € N (p) von p und glatte Koordinaten
P = (®F,..., @) auf U, sodass M NU durch ®,_, | =--- = ®F = 0 definiert wird, und ®?(U,) = U x
[P, P]4 ist. In diesen Umgebungen ist es einfach, Fortsetzungen FP von f auf UP zu finden, indem wir ent-
lang von den Koordinatenachsen “konstant fortsetzen”, also F?(z) = f ((®7)~}(®}(z),...,®R_;.0,...,0))
definieren; es gilt dann, dass F?|ynu, = flunu,-

Wir wiihlen nun eine Zerlegung der 1 beziiglich der offenen Mengen (UP),cpr U {M°}, und erhalten
Funktionen 15, 5 € B, und eine Funktion o: B — M U {M*}, sodass supp g C U? fiir ein p = o(8) € M
oder supp ¥(3) C M€ ist. Wir definieren nun B = {$: supptg o M # ()} und

F=Y 4Fr®.
BeB

Lokal ist F' dann eine endliche Summe von glatten Funktionen (man kann g F' 7(8) ausserhalb von supp P3
trivial durch 0 fortsetzen), also F' € C*°(U), wo U = U,U,; fiir x € M ist

Fz)=> s F"D(x) =Y vs(a)f(x) = f(z) Y dpla) = f(2),

BeB BeB BeB



und wir schliessen F|p; = f.
Wenn M C RV abgeschlossen ist, ist die Uberdeckung, die wir gewiihlt haben, eine Uberdeckung von
RY (da M = M); in diesem Fall ist also F' € C>°(R"), wenn wir ausserhalb von U durch 0 fortsetzen.
Wenn M C RY kompakt ist, also M C Bg(0) fiir R > 0 so kénnen wir nacheine Funktion
1 mit suppt C Bry1(0) und ¢ (z) = 1 fiir x € Br(0) wihlen. Die Funktion F' stimmt dann mit F auf M
iiberein, und hat kompakten Tréger. O

SATZ 3. Sei M C RV eine glatte Teilmannigfaltigkeit, p € M, U eine Umgebung von p in RN und
definierende Funktionen o', ..., 0% auf fir M auf U. Dann gibt es eine Umgebung V wvon p sodass fiir jede
Punktion F € C>®(V) mit F|y = 0 Funktionen ay,...,aq € C®(V) ezistieren sodass F = a0 + - -+ a%p.

BEWEIS. Sei p € M wie oben gegeben. Wir wihlen eine Umgebung die Umgebung V' sodass wir Ko-
ordinaten ®”: V — (—¢,¢)" haben, und <I>§’V7d+j = ¢/ auf V ist. In den Koordinaten y = ®P(z) erfiillt

F(yi,...,yn) = Fo(®?)~! dass F(yi,...,yn—a,0,...,0) = 0. Eine Anwendung des Hauptsatzes zeigt, dass

F(ylw"?yl\ffday]\ffd‘kl?"'ayN):ZyN d+]/ YN — d+](y1a"'7yN7d7tyN7d+17"'7tyN)dt

=: ZyN—d+j&j(y)
j=1

WO @1, ...,aq € C°((—¢,€)?) nach dem Satz iiber Parameterintegrale. Also gilt

d
F(z) = F((®?)" Z@N a+5(@)a; (27 7H@)) = D o (w)a;(a)
U

KOROLLAR 1. Sei M eine glatte Teilmannigfaltigkeit, p € M. Seien o', ..., 0% und 3',. .., 5% definierende
Funktionen fiir M in U € N (p). Dann gibt es eine offene Umgebunge V von p glatte Funktionen A; e C>®(V)

sodass
d
i i~j
o' =) A7,
j=1

und fir x € M NV ist die Matriz
Al(z) ... A=)

Alz) ... Ada)

invertierbar.

BEWwWEIS. Die Funktionen AZ: existieren nach [Theorem 3| Fiir x € M ist
d i d s
) o’ > 8A’ . o
= Al (x) — = Al (z)— ().
2 2 : g, (452 = X ( @) g (@) + P(a) 5 L () | = 3 Ajfa) 52 (@)

Wir sehen also, dass firze M

20" 20" d 2¢" 2"

Bar e e Ai(z) o A@N (G don

a'gd 8;)@1 1 o d, a;ad a,;}d

8711 ...... REIY Ad(x) Ad(x) oz, e Oz N
bzw do’ = Z?Zl A;d@j ist. Nachdem der Zeilenrang der Matrix links d ist, muss also die d x d-Matrix auf
der rechten Seite der Gleichung notwendigerweise invertierbar sein muss. O

Definition 5. Seien M C RN und M’ ¢ RN Teilmannigfaltigkeiten. Eine Abbildung h = (hy, ..., hxs): M —
M’ heisst glatt, und wir schreiben h € C°°(M, M'), wenn jeder der Koordinateneintrige h; € C*°(M) ist.
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SATZ 4. Seien M C RY und M’ c RY’ Teilmannigfaltigkeiten. Dann ist eine Abbildung h: M — M’
glatt genau dann, wenn fir jedes f € C°(M') die Funktion f o H: M — R glatt ist.

BEWEIS. Dass die Bedingung hinreichend ist folgt daraus, dass die Koordinatenfunktionen auf R ' glatt
auf M’ sind.

Ist auf der anderen Seite h glatt, so konnen wir nach eine Fortsetzung H von h finden, welche
eine glatte Abbildung von einer offenen Menge U C RY nach RV ist, sowie eine Fortsetzung F von f, welche
eine glatte Funktion auf einer offenen MengeV C RV " ist. Die Zusammensetzung F' o H|g-1(y)ny ist dann

eine glatte Fortsetzung von f o h auf H=Y(V) N U, also f o h glatt auf RN, O
Fiir h € C*°(M, N) definieren wir
h*: C®(N) —» C*(M), h*¢:=poh.
h* ist ein Algebrahomomorphismus, und fir h € C*°(M,N) und g € C>°(N, L) ist goh € C*°(M, L) und
Eine Abbildung ®: M — N heisst ein Diffeomorphismus (zwischen M und N), wenn ® € C*°(M, N)

bijektiv ist und ®~': N — M selber wieder glatt ist. Fiir einen Diffeomorphismus ® ist die Abbildung
®*: C°(N) — C>(M) ein Algebraisomorphismus, da (®~1)* = (&*)~1 ist.

4. Tangentialrdume und Tangentialbiindel

Fiir eine Teilmannigfaltigkeit M C RY, und einen Punkt p € M definieren wir den Tangentialraum von
M im Punkt p als den Teilraum

T,M = {X, € T,RY: X,,0 =0 wenn o[y =0} C T,R".
Fir f € C*°(M) und X, € T, M ist der Wert
X,f=XF(p), F|M=f,
unabhdngig von der Fortsetzung F € C*°(U), wo U eine offene Umgebung von M in RY ist: denn ist F eine
beliebige andere Fortsetzung von f, so ist (F'— F)|a = 0, also nach Definition X,(F —F) = X, F — X, F =0
fiir beliebiges X, € T, M.
Wie schon bei Tangentialvektoren offener Teilmengen des R haben wir auch fiir Tangentialvektoren an

Teilmannigfaltigkeiten des RY verschiedene Méglichkeiten, sie zu definieren, und zu berechnen.
Unser erster Zugang ist einfach aus der Definition heraus: Ein Tangentialvektor

Y9
Xp=2 g
=1 !

ist im Teilraum T, M, wenn fiir eine beliebige Wahl von definierenden Funktionen o', ..., o% fiir M nahe p
das lineare Gleichungssystem

€ T,RY
p

a0y, (p) + -+ +aioh,(p) =0

a10},(p) + -+ + a1l (p) =0
erfiillt ist. Wenn wir eine solche Wahl definierender Funktionen (o, ..
also

., 0%) als Abbildung in den R? auffassen,

o' (x)
o:RYN U = RY, ox)=| ... |,
(@)
so entspricht also in unserer {iblichen Identifikation des RY mit 7,RY der Teilraum T,,M genau dem Kern
ker ¢'(p) der Ableitungsmatrix

ot 9e!

Boy e Brn
Ox (33) Ql (37) = : :

Ho? 9o?




Insbesondere findet man eine Basis von T}, M, indem man eine Basis des Kerns dieser Matrix bestimmt, zum

Beispiel mit dem Gaussverfahren; die entstehenden Ausdriicke fiir die Koeffizienten a? von Basisvektoren

1 n

. ay ay
V= st =

al a”

N N

sind dann rationale Funktionen in den Eintrigen der Matrix o'(p), und stellen damit auch eine Basis fiir
T, M fir x nahe bei p dar, indem man in diesen Ausdriicken p durch = ersetzt.

Um diese Aussage besser zu spezifizieren, sagen wir, dass die Koordinaten (z1,...,zn) = (s1,..., Sn, t1,. -

regulér fiicr M bei p sind, wenn fiir eine (und damit nach [Korollar 1 fiir jede) Wahl von definierenden Funk-
tionen die d x d-Untermatrix

dot dot
awfﬂ (p) anN (p)

o(p) =

20% 20®
81‘5+1 (p) ce 851\; (p)
invertierbar ist. Fiir  nahe bei p ist dann (wegen der Stetigkeit der Determinante) g¢(x) auch invertierbar,
und fiir solche z (sagen wir, € U) ist der Kern der Matrix g, dann gleich dem Kern von

or(x) oa () = (or(x) tos(x)  ITaxa) -

Dieser ist einfach zu bestimmen: Fiir beliebige a1, ..., a, ist
aj
an | _ fa
by | \b
ba
ein Element des Kerns genau dann, wenn b = —o; (1)~ 'os(z)a. Fiir % = %, k=1,...,n (dh den k-ten
Einheitsvektoren) erhalten wir so, in kompakter Matrixnotation, Tangentialvektoren X*, k = 1,...,n durch
1 e
Xx 8$1 L . 6$2+1
= | (e@) T es() ;
Xn i Fun

Fiir x € U N M erhalten wir so eine Basis {X},..., X"} von T, M. Fiir x € U, wo o(x) = t° # 0 € R?, sind
diese Tangentialvektoren eine Basis des Tangentialraums von Mo = {z € U: o(x) = t°}.

Beispiel 8. Wenn o(z) = t — ¢(s) durch eine Parametrisierung von M gegeben ist, so kénnen wir den
Tangentialraum von M besonders schon darstellen, da er von den Vektoren

d
; 0 0
xi=_2 _ Lo
aSj ;@k’ j 8tk J n

aufgespannt wird.

Beispiel 9. Die Formeln oben sind nicht immer optimal anzuwenden. Besonders fiir Hyperflichen sind sie
oft kiinstlich kompliziert. Wenn M durch das Verschwinden einer glatten Funktion ¢ gegeben ist, so sind die
Vektoren

0 0

Jon 5,

offensichtlich Tangentialvektoren an M. Wir kénnen jede Teilmenge linear unabhéngiger Vektoren als Basis

verwenden; die Konstruktion oben liefert dann, wenn g, # 0, die spezielle Wahl von Tangentialvektoren
0 Oz; O

Xi=_— _ — j=1,...,n.
0x;  0zy OxN J

Xj’k = Oz,
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Wir definieren wie weiter oben schon den Raum der Keime glatter Funktionen auf M am Punkt p, indem

wir die Vereinigung

Jexmrno),

U
fiir offene Umgebungen U von p betrachten, und zwei Elemente dieser Menge miteinander identifizieren,
wenn sie auf einer Umgebung von p iibereinstimmen. Wie schon vorher ergibt sich so eine Algebra; wir
bezeichnen sie mit C;°(M). Dies ist allerdings nicht wirklich ein neues Objekt, da wir fiir geniigend kleine
Umgebungen U von p ja Parametrisierungen von M NU angeben konnen; in einer solchen Parametrisierung
p:R" DV — M NU wird aus einer Funktion f € C>°(M NU) eine Funktion ¢*f := fo e € C™(V).
Wenn V geniigend klein gewiihlt ist, besitzt ¢ eine inverse Abbildung ¢ ~': M NU — V (wir nennen die
Inversen von Parametrisierungen gerne Karten), wo ¢! € C>°(M NU, V). Es folgt, dass Co°(M) = C

¢~ 1(p)
ist. Tangentialvektoren X, € T, M zeichnen sich dadurch aus, dass sie die Produktregel erfiillen: fiir f,g €

C (M) gilt
Xp(f9) = F(P)Xpg + 9(p) Xy f-
Diese algebraische Regel charakterisiert Tangentialvektoren.

LEMMA 4. Sei M C RN eine Teilmannigfaltigkeit, und D Cyr (M) = R eine lineare Abbildung, welche
D(fg) = f(p)Dg + g(p)Df fiir f,g € C;°(M) erfillt. Dann gibt es einen Tangentialvektor X, € T,M mit
Df = X,f fir f € Cr(M).

BeEwELS. D definiert durch DF = D(F|y) eine Abbildung D: C2°(M) — R, welche D(FG) = F(p) DG+
G(p)F fir F,G € Cp°(RYN) erfiillt. Also gibt es nach einen Tangentialvektor X, € T,RY mit
X,F = DF fiir F € Co°(RN). Wenn p|pr = 0, ist Dp = D0 =0, also ist X, € T,M. O

Beispiel 10. Sei v: (—¢,¢) = M C RY eine glatte Kurve in M mit v(0) = p. Dann erfiillt die durch
d o0
D,(f)= 2| Joalt), feCE(M)
=0

definierte Abbildung D, : Cp°(M) — R die Produktregel, also gilt D, € T),M.
Beispiel 11. Wenn M durch

(815.--y8n) =1 8= (01(9),...on(5))
parametrisiert wird, mit s° = ¢~!(p), so sind die Ableitungen entlang der Koordinatenachsen,

0] ;.09 0

p
Tangentialvektoren an M.

Definition 6. Das Tangentialbiindel TM von M ist die glatte Teilmannigfaltigkeit TM C R2V, welche
durch
T™ = | J{a} x TuM
zeM
definiert ist.

Wir bezeichnen die Koordinaten in R?Y mit (z,£) € RN x RM. Fiir p € M (und beliebiges £° € T, M)
wihlen wir eine Umgebung U von p und definierende Funktionen (o', ... Qd) = o fiir M in U. Eine definierende
Gleichung §(x, &) fiir TM in U x R¥ ist dann durch

. _ ( olx)
Q(-’L‘,ﬁ) (Q/(I)§>
gegeben. Der Rang von ¢’ ist 2d in U x RY, da
=1 _ o' () 0
Die glatte Abbildung 7: TM — M, welche durch 7(z,£) =  definiert ist, heisst Fusspunktabbildunyg.
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Definition 7. Eine Abbildung X : M — TM heisst ein (glattes) Vektorfeld auf M, wenn X € C°(M,TM)
und 7o X = idys ist. Die Menge der Vektorfelder auf M ist ein Modul iiber C*°(M), und wird mit X(M)
bezeichnet.

Jedes glatte Vektorfeld X auf M ldsst sich nach Definition als

al )
X = Z aj (w)%
=1 /

fir gewisse glatte Funktionen a; = X (z;) € C°°(M) schreiben.
Wenn X1, ..., X" Vektorfelder auf M NU sind, welche die Eigenschaft haben, dass {X},..., X"} Cc T,M
eine Basis sind, so lisst sich jedes glatte Vektorfeld X € X(M) auf M NU als

Xy =Y aj(x)X]
J

schreiben, mit a; € C*°(M N U). Insbesondere lisst sich in einer Karte auf ¢: RY >V — U ein Vektorfeld
X eX(MnU) als

- 0

X = Z aj(S)aTj

k=1

schreiben.
Ein glattes Vektorfeld X € X(M) lasst sich auf glatte Funktionen f € C°°(M) anwenden, und man

erhilt X f € C°°(M). Auch X erfiillt die Produktregel, dh es gilt X(fg) = fX(g) + gX(f). Diese Regel
charakterisiert Vektorfelder.

LEMMA 5. Sei D: C®°(M) — C>®(M) eine lineare Abbildung, welche D(fg) = fD(g) + gD(f) erfillt.
Dann gibt es ein glattes Vektorfeld X € X(M) mit Df = X f.

BEwEIs. Wir zeigen zunéchst, dass D f(p) nur von den Werten von f nahe bei p abhéngt. Wenn f nahe
bei p mit f iibereinstimmt, gibt es eine Umgebung U von p sodass f = f auf U ist. wir wahlen Funktionen
X1, X2 € C®°(M) mit x1 + x2 = 1 auf M, und y2 = 0 auf einer kompakten Umgebung K C U von p. Dann
ist fiir x € K

D(f)(x) = D(x1f + x2f)(x) = D(x1f)(z) + f(z)D(x2)(z) = D(x1f)(z) + f () D(x2)(z) = D(f)(x).
Es folgt, dass wir fiir ¢ € Cp°(M) durch

Dy = D(x¢)(p),

wo ¢: W — R durch eine glatte Funktion x € C2°(U) mit x = 1 auf einer kompakten Umgebung L C U von p
zu einer glatten Funktion auf M modifiziert wird, eine Funktion D),: Cp°(M) — R definieren kénnen, welche
die Produktregel erfiillt. Es folgt aus[Lemma 4], dass bei p die Wirkung von D durch einen Tangentialvektor
X, gegeben ist. Da

al 0
Xp = Z a; (P)%
j=1 J

ist, und a;(p) = Xp(z;) = D(x;)(p), ist X : p — X, ein glattes Vektorfeld, das nach Konstruktion Df = X f
fiir f € C*°(M) erfiillt. O

P

SATZ 5. Seien X,Y € X(M). Dann ist die durch

f= XY () = Y(X(S)

definierte Abbildung durch die Wirkung eines Vektorfelds [X,Y] € X(M), welches die Lieklammer von X
mit Y genannt wird, gegeben.
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BEWEIS. Wir koénnen einerseits iiberpriifen, dass [X,Y] die Produktregel erfiillt, oder berechnen, dass
fir X =3, aja%j und Y =5, bk% mit aj, by € C°(M)

N
[X,Y] = ;(ka —Yay) e

gilt. ]

Bemerkung 4. Die Lieklammer erfiillt die folgenden Eigenschaften:
[X,Y] =—[Y, X]
(X, [y, Z]] = [[X, Y], Z] + [V, [X, Z]]
(X, fY]= (XY + f[X,Y]
(X +VY,Z] = [X,Z] +[Y, Z]
fiir beliebige X,Y,Z € X(M) und f € C*>°(M).
Sei nun h: M — M’ eine Abbildung zwischen Teilmannigfaltigkeiten M C RY und M’ c RY ". Fiir
p € M und X, € T,M wird durch
f=Xp(foh), feCyp)(M),
eine Abbildung von C’,‘j?p)M " nach R definiert, welche die Produktregel erfiillt. Nach gibt es einen
Tangentialvektor X ,’L(p) eT ,g(p)M " mit der Eigenschaft, dass
Xp(foh)= X}/L(p)f
ist. Wir schreiben X;L(p) =: h/(p)(X,) und nennen die Abbildung h/(p): T,M — Ty, M’ die Ableitung von

h im Punkt p, oder auch das Differential von A im Punkt p. Wenn H € C° (RN RN ,) eine Fortsetzung von
h ist, so ist mit der tiblichen Identifikation von TRY mit RV x RY

f(@)(§) = H'(x)¢, £ € T:M,
wobei auf der rechten Seite der Gleichung die iibliche Ableitung (bzw. Ableitungsmatrix) von H gemeint ist.

Die glatte Abbildung Th: TM — TM’, welche durch Th(z,£) = (h(z),h'(x)£) definiert ist, heisst die
Tangentialabbildung von h.

5. Kotangentialraum und Kotangentialbiindel

Wir definieren wie zuvor
T*M = (T,M)*.
Ein kleines Problem mit den definierenden Gleichungen des Kotangentialbiindels
M = |J{p} x TyM
peEM

ist, dass die Identifikation von T}y M mit einem Teilraum von 7" M = RY wegen

saf — TiRY
TpM =" /0\: Niyar = 0}

nicht eindeutig ist.

Jeder zu annT,M = {A: /\\TPM = 0} komplementére Teilraum in T; RY ist hier zuniichst gleichberechtigt.
Sind zB = = (s,t) regulidre Koordinaten fiir M bei p, so spannen die Formen {dsy,...,ds,} einen solchen
Teilraum auf.

Um einfache definierende Gleichungen angeben zu koénnen, verwenden wir den speziellen Teilraum

(annT, M)+ = oM,

wobei wir das innere Produkt auf dem RN =T > RY verwenden. Wir identifizieren also, um eine Identifikation
mit einem Teilraum von RY zu erhalten, Ty M mit (annT,M)1; da die Auswertung eines linearen Funktionals
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bei der Identifikation von T RY mit R gerade dem {iblichen Skalarprodukt entspricht, ergibt sich so oM =
T,M.

So ergibt sich fiir das Kotangentialbiindel 7*M C RN x RY zwar eine einfache definierende Gleichung,
aber man zahlt einen teuren Preis, da die Flexibilitidt der Wahl eines komplementéren Teilraums einer der
grossen Stirken des Kotangentialbiindels ist. Um dieses Problem aufzulGsen, ist der “sauberste” Zugang,
gleich auf abstrakten Mannigfaltigkeiten zu arbeiten, die wir aber in dieser Vorlesung noch nicht einfiihren
wollen. Wir begniigen uns mit folgender Bemerkung.

LEMMA 6. Sei M C RY eine Teilmannigfaltigkeit, p € M, und w',... ,w™ € QY (RYN) linear unabhingig
in einer Umgebung von p sind. Dann gibt es eine Umgebung U von p sodass fiir den von von den Formen

(Wh)gy oy W)y in Tq*RN aufgespannten Unterraum folgendes gilt: Die Menge
w= J {gdxF,
qeMNU

eine Teilmannigfaltigheit von R*Y | welche diffeomorph zu T*(M NU) = (T*M) N (U x RY) ist.

BEWEIS. Wir wihlen U so, dass es definierende Funktionen g, ..., o% von M in U sowie eine Parame-
trisierung ¢: R® DV — M N U gibt und w!,...,w” nicht nur linear unabhhingig in U sind, sondern fiir
jedes ¢ € U die Menge {(do")g, ..., (do%)q, (w')g, ..., (w™)e} eine Basis von T, R bildet.

Damit ist ¢: V' x Rfy,

B(s1,- s S, ) = | @(s), > mlw
=1

eine Parametrisierung von W.

Wir konstruieren nun einen Diffeomorphismus ®: W — T*(M N U). Wir machen den Ansatz ®(z,&) =
(x, M(x)¢) und wihlen die Matrix M (x) mit Hilfe eines vereinfachten Gram-Schmidt Algorithmus so, dass
Wi, ...,wy, zu einer Basis von TyM C RY wird. Die zu M(q) gehérende lineare Transformation ist auf der
Basis {(do')g, ..., (do%)q, (w')g, ..., (W™)g} von TrRYN wie folgt definiert:

(do")g = (d") gy G=1,...,d;
d

(@i)e = @i)g = S {@r)as (do?)g) (de).
j=1
Die zugehorige Matrix ist wegen der glatten Abhéngigkeit aller Daten wieder glatt, als Funktion von ¢
aufgefasst. O

6. 1-Formen und Integrabilitit

Eine 1-Form auf M ist eine glatte Abbildung w: M — T*M die jedem p € M eine Form in T; M
zuordnet, also mit der Fusspunktabbildung 7: T*M — M die Gleichung 7 o w = idy, erfiillt. Eine beliebige
Abbildung w: M — T*M ist demnach glatt, wenn fiir jedes glatte Vektorfeld X € X(M) die Auswertung
w(X) wieder glatt ist.

Insbesondere ergibt fiir eine 1-Form w und ein Vektorfeld X die Anwendung w(X) eine glatte Funktion,
und die Abbildung X — w(X) ist offensichtlich linear in dem Sinn, dass

WX+ fY) = w(X) + fw(Y)
fir X,Y € X und f € C>®(M) gilt.
Umgekehrt ist jede lineare Abbildung L: X(M) durch eine 1-Form gegeben:

SATZ 6. Sei L: X(M) — C°°(M) linear, also L(X + fY) = L(X) + fL(Y) fir alle X,Y € X(M) unf
f € C>(M). Dann gibt es eine 1-Form w sodass L(X) = w(X) fiir alle X € X(M) gilt.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass L(X)(p) nur von X, abhéngt. Sei also X, = 0; wir miissen zeigen,
dass L(X)(p) = 0 ist. Wir wihlen dazu Vektorfelder X!,... X" die bei X linear unabhiingig sind. Dann
koénnen wir fiir y € C*°(M) mit xy = 1 in einer kleinen Umgebung von p das Vektorfeld xX in der Form
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XX =3 a; X7 mit a; € C°°(M) schreiben; nachdem x(p)X, = 0, folgt a;(p) =0, j = 1,...,n. Aus der
Linearitét von L folgt nun

L(X)(p) = x(p) L(X)(p) = L(xX)(p) = Zaj(p)L(Xj)(p) =0.

Damit ist die Festsetzung X, — L(X)(p) unabhéngig von einer gewéhlten glatten Fortsetzung von X,
auf M, und wir kénnen auf diese Weise L(X)(p) = w,(X,) mit einem w, € Ty M. Die so definierte 1-Form
w ist glatt (da definitionsgeméss fiir X € X(M) die Funktion w(X) = L(X) € C*>°(M) ist). O

Eine spezielle 1-Form ist das Differential df einer glatten Funktion f € C°°(M), definiert durch

df (X)) = Xf.
Nicht jede 1-Form tritt als das Differential einer glatten Funktion auf. Eine notwendige Bedingung findet
man wie folgt: Wenn w = df, so ist
Xw(Y) = Yw(X) = X(V[f) - Y(X/[)

= [Xv Y]f

= w([X,Y])
Wir definieren

dw(X,)Y) = Xw(Y) - Yw(X) —w([X,Y]).

Das so entstandene Objekt ist eine 2-Form a: So nennen wir Abbildungen a: X(M)? — C°°(M), welche
linear in jeder Komponente sind,

X+ 1Y, Z2)=a(X,Z)+ fa(Y,2), X)Y,Ze€X, [feC®M)
und antisymmetrisch sind, also a(X,Y) = —a(Y, X) erfiillen (die Linearitit im zweiten Faktor folgt dann).
Wir verifizieren die Linearitét beziiglich der Multiplikation mit C'°°-Funktionen:
dw(fX.Y) = fXw(Y) = Y(w(fX)) - w([fX,Y])
= fXw(Y) = (Y )w(X) = f(Yw(X)) —w(f[X,Y] = (Y [)X)
= fXw(Y) - f(Yw(X)) - w(f[X,Y])
= fdw(X,Y).

SATZ 7. Sei o eine 2-Form auf M. Dann gibt es fiir jedes p € M eine alternierende Bilinearform o, auf
T, M sodass a(X,Y)(p) = ap(X,, Yy).

Der Beweis erfolgt genau so wie in der Charakterisierung von 1-Formen; die Linearitéit von o garantiert,
dass «(X,Y)(p) nur von X,, und Y, abhéngt.

Wir kénnen nun schon erkliaren, wie wir Differentiale von 1-Formen tatséchlich berechnen kénnen. Dazu
verwenden wir die Tatsache, dass sich jede 1-Form w € Q(M) in der Form

N
w= ijda:j, wl e C™(M),
j=1
schreiben ldsst, und “rechnen in RV”.
Zunéchst ist d offensichtlich linear beziiglich der Addition von Formen. Aber die Regel d(fg) = fdg +

gdf (fiir Funktionen f,g) ldsst schon vermuten, dass d als Ableitungsoperator nicht linear beziiglich der
Multiplikation sein wird. Wir berechnen deswegen den Ausdruck d( fdg) fiir glatte Funktionen f, g € C*(M):

d(fdg)(X,Y) = X(fYg) - Y(f Xg) — fdg([X,Y])
=XfYg-Y[fXg+ f(XYg-YXg)— f(XYg—-YXyg)
= XfYg-YfXg
_ ‘df(X) df(Y)‘
dg(X) dg(Y)
cdf Ndg(X,Y).
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Die 2-Form in der letzten Zeile wird als das Keilprodukt der 1-Formen df und dg bezeichnet.
Wenn wir unsere gegebenen Funktionen f und ¢ mit ihren Fortsetzungen auf eine offene Teilmenge
identifizieren, sehen wir also

d(fdg) = df Ndg

e

8f dg
_ 3f dg
= Z o1 8xkd% A dxy,

_N~(9F 99 O 99\,
o (8% 8£Uk 8xk ail,'j d.%‘] A dxk

Damit ergibt sich fiir eine allgemeine 1-Form o = ) j wldz;, dass

oWk Owl

Es ist nicht offensichtlich, dass dieser Ausdruck nicht von der gewéhlten Fortsetzung von w zu einer 1-Form
auf U C RN abhingt, aber wir wissen ja aus der Definition, dass dw(X,Y) = Xw(Y) — Yw(X) — w([X,Y]);
in diesem Ausdruck ist es offensichtlich.

Um sagen zu konnen, dass die Bilinearformen oy, glatt von p abhéngen, miissten wir zunéchst die Familie
der Rdume der alternierenden Bilinearformen auf TP M, die wir jeweils mit AQT;M bezeichnen, mit einer
glatten Struktur versehen. Dies ist moglich, aber in der jetzigen Situation etwas unbequem; wir verwenden
deswegen die Definition oben, die wir noch einmal formal wiederholen, und das Ergebnis unserer Rechnungen
zusammenfassen; dazu bendtigen wir

NT*M = | ] {p} x A°T; M.
pEM

Definition 8. Eine Abbildung w: M — A2T*M heisst eine glatte 2-Form auf M, wenn w(p) = (p,wp) ist
und fiir jede Wahl von X,Y € X(M) die Auswertung w(X,Y’), definiert durch

w(X,Y)(p) = wp(X,Y),
glatt auf M ist.
Definition 9. Wir definieren den Operator A: Q' (M) x QY (M) — Q?(M) durch
w(X) w(Y)
n(X) W(Y)’ '
LEMMA 7. Der Operator A erfillt die folgenden Rechenregeln:

wAn(X,Y) =

(wWH+ffMAoc=wAo+ fnrho, wAn=-nAw.
Definition 10. Wir definieren den Operator d: Q' (M) — Q?(M) durch
dw(X,Y) = Xw(Y) - Yw(X) —w([X,Y]).

Es ist oft bequem, C*°(M) = Q°(M) zu schreiben, und Funktionen als 0-Formen aufzufassen (was sie
auch sind, da sie Punkten Skalare zuordnen). Wir haben damit folgende Kette von Operatoren:

QO (M) L ot (M) - Q2 (M)
LEMMA 8. Der Operator d erfillt die folgenden FEigenschaften:
dlw+n)=dw+dn, d(fw)=df Nw+ fdw, d(df)=0.
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BEwEIS. Wir haben die Produktregel zwar schon (fast) nachgerechnet, wiederholen aber:
d(fw)(X,Y) = X (fw(Y)) = Y (fw(X)) = fu([X,Y])

= (XNw) + fXw(Y) = (Vfw(X) - fYw(X) - fu([X,Y])
= fdw(X,Y) + (X flw(Y) — = (Y flw(X)
= (fdw + df Nw)(X,Y).

Die Behauptung d o d = 0 folgt aus der Definition von d:

d(df)(X,Y) = Xdf(Y) = Ydf(X) — df(IX,Y]) = (XY f = YXf) = (XY f Y Xf) = 0.
O

Wir konnen nun die lokale Obstruktion zur Integrabilitdt von 1-Formen untersuchen, welche durch
d o d =0 gegeben ist. Die Aussage des nichsten Satzes wird auch gerne als Poincaré-Lemma bezeichnet.

SATZ 8. Seiw € QY (M) mit dw = 0 gegeben, p € M. Dann gibt es eine Umgebung U von p in M und
eine Funktion f € C*(U) mit df = wly.

BewEIs. Fiir den Beweis des Satzes wihlen wir eine Parametrisierung ¢: R? > B.(0) — RY von M
mit ¢(0) = p, und definieren U = ¢(B(0)). Wir betrachten den Koordinatenausdruck von

N
w= ijdxj, wl € C™(M)
j=1
bei p, das heisst, die Form
N
prw =Y (o 0 p)dpj,
j=1

welches eine glatte 1-Form auf B.(0) ist-sie erfiillt offensichtlich ¢*w(S)(s) = wy,(s)(¢'(s)Ss) fir S €
X(B:(0))-
Fiir die Ableitung von p*w gilt

N
dp*w =d | Y (w0 p)dyp;

j=1
N n N j
=1 \i=1 k=1 \OTR 5e
N /N .
ow?
= Z (Z (833 o <p> d<pk> Adp;
J=1 \k=1

Aus der letzten Zeile lesen wir ab, dass
dp"w(S, T)(s) = (dw)y(s) (#'(5)8, ¢'(5)T) = 0
nach Voraussetzung gilt. Das heisst, die Form p*w =n=Y"}_, 7/ (s)ds; erfiillt

k J
dnzZ(an—an)dsj/\dskzO,

i<k 0xj axk
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bzw die aus den Ubungen bekannten Kompatibilititsbedingungen
877’“ B (917j
or; Oz’

Wir definieren nun

f(s):/o an(ts)sk dt.

k=1
Eine einfache Rechnung zeigt, dass df = 7 gilt. Wenn wir also F' = f oy € C*°(U) betrachten, gilt
0 0 0 , 0
dF | — | = —F =(=— =9’ = —
also dF = w. (]

Die Existenz von globalen Stammfunktionen unterliegt einer weiteren Obstruktion. Wir fithren dazu das
Wegintegral einer 1-Form ein. Fiir eine stiickweise glatte Kurve ~: [a,b] — M und w € Q!(M) definieren wir

.szlﬁmzéiwmﬂmﬁ.

Der Ausdruck rechts ist definiert, indem wir [a,b] in Teilintervalle

[a,b] = Ui [tj—1,t;], a=tg<t1 <---<t,=0b
zerlegen, auf denen +y tatsdchlich glatt ist, d.h.

ityrity) = Viltyrity) Vi € CF([tj-1, 5], M);
damit definieren wir

b Tty
[ enwtiora=3 [ w6
a =0 /tim1
Diese Definition ist unabhéingig von der gewéhlten Parametrisierung von ~.
Fiir F € C*°(M) gilt

iF oydt = y*w,

dt
also nach dem Fundamentalsatz

Wir folgern, dass
/@F:Fww»—me»

mit anderen Worten: das Wegintegral einer Ableitung dF hdingt nur vom Anfangs- und vom Endpunkt des
Weges ab.

Definition 11. Wir sagen, eine Mannigfaltigkeit M ist wegzusammenhdngend, wenn es fiir beliebige p, g ein
stiickweise glattes v: [a,b] — M gibt mit

SATZ 9. Sei M wegzusammenhdngend und w eine 1-Form mit dw = 0. Dann besitzt w eine Stammfunk-
tion genau dann, wenn das Wegintegral

/w=ﬂ%®m@)

nur von den Endpunkten von -y, nicht aber vom gewdhlten Verbindungsweg abhdngt.
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BEWEIS. Wir haben oben bereits gezeigt, dass die angegebene Bedingung notwendig ist. Sei also das
Wegintegral wegunabhéngig. Wir wéhlen ein fixes p € M und fiir jedes ¢ € M einen Verbindungsweg 7, von

p nach ¢, und definieren
flz) = / w.

x

Fiir gegebenes x¢g € M gibt es eine (wegzusammenhéngende) Umbebung U von ¢ und eine glatte Funktion
g: U = Rmit dg = w|y. Wir wihlen einen Weg o, der vollstiandig in U liegt, und ¢ mit = € U verbindet. Die
Hintereinanderreihung von +,, und o ist dann ein Weg, der p mit « verbindet. Da das Integral wegunabhéngig

ist, gilt
f(x) =/ w+/w—/ w+g(x) — g(xo),
RET) RET

also ist f glatt auf U und df|y = w|y. Da x beliebig war, ist f € C°°(M) und damit df = w. O

Beispiel 12. er betrachten eine 1-Form w = a(x y)dz + ﬁ(x, y)dy in einer offenen Menge in R?, p,q € R%.
Seien weiters 7° = (22,94%): [a,b] — R? und 4! = (21, y'): [a,b] — R? zwei glatte Wege, die p mit q
verbinden. Wir nehmen an, dass es eine glatte Abbildung H [0,1] x [a,b] — R? gibt, sodass

H(0,t) =~*(t), H(1,t)=~%*t) H(s,a)=p, H(sb)=

(Wir nennen eine solche Abbildung H eine Homotopie zwischen ! und 4?). Dann gilt f,yl w = f

v
b
[ [ o= [ toa+puiiar
’Yl ,YO
/ / (axy + Py:) dtds

1 b
= / / (axxsxt + AylYsTt + Bmxsyt + ﬁyysyt) dtds + / / (Oél'st + Byst) dtds
0 a 0 a

o, W

1
= / / (0pxsts + 0ysty + Bosys + Byysye) dids + / (ame + By [i=5 ds
=0

- / / (azxtxs + QyYtTs + ﬁa:ivtys + ﬁyytys) dsdt

/ / — B.)(weys — yes) dtds

Wir schliessen, dass das Wegintegral wegunabhéngig ist.

Das letzte Beispiel ist schon “fast” der Satz von Stokes in der Ebene, zumindest mit sehr einfachen
Integrationsbereichen (Rechtecken). Um den allgemeinen Satz formulieren zu konnen, bendtigen wir als Vor-
bereitung noch einige Aspekte des Differentialformenkalkiils, die implizit in den Beweisen der vorangehenden
Sétzen schon verwendet wurden.

7. Differentialformen auf RY

7.1. Lineare Algebra. Sei V ein Vektorraum (iiber den reellen Zahlen), mit dim V' = n. Eine Abbil-
dung A: V¥ — R heisst k-Linearform oder Multilinearform vom Grad k, wenn A in jeder Komponente linear
ist, d.h.

Aol w? 0P = At 0o R AARY, L wd L),
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und zwar fiir beliebige v¢,w’ € V, A € R, j = 1,..., k. Wenn eine Basis f',... f™ von V gegeben ist, und
fi,-.., fn die dazugehorige duale Basis von V* ist, so kann man jede Multilinearform vom Grad k als

AW ) = A LS O S )

Jj1i=1 Jr=1

Z Z fjl(vl)"'fjk-,(vk)A(fjw'w fjk)

1=l ge=1

Z fjl(vl)"'fjk(vk)Ajlmjka

Jiyeenje=1

fiir gewisse Zahlen AJtJ* ¢ R; &hnlich wie bei einer Matrix kann man sich diese Anordnung von n* Zahlen
als k-dimensionalen Gitterpunktewiirfel vorstellen, und es ist dies die Basisdarstellung von A beziiglich der
Basis {v!,...v"} von V. Die Menge der k-linearen Formen auf V werden wir mit L*(V,R) oder einfach
L¥(V) bezeichnen (fiir jene, die schon Tensorriume kennengelernt haben: LF(V) =V* @ --- @ V*).

Die Menge L*(V) der k-Linearformen wird mit der iiblichen Festsetzung e
(A+AB)(v',...,0F) = At ..., 0F) + AB(v!, ..., o)
zu einem Vektorraum iiber R der Dimension n*.
Eine k-lineare Form A heisst symmetrisch, wenn
Aol ot o) = At 0h TR
fir alle v!,...,vF € V und 1 < j < k < n gilt. A heisst alternierend, wenn
A 00t ) = ALt TP,
wiederum fiir alle v!,...,v¥ € V und 1 < j < k < n gilt. Eine k-lineare Form A ist also symmetrisch genau

dann, wenn
A, 0F) =A™, .. 0™)
fiir jede Permutation 7 € Sy gilt, und alternierend genau dann, wenn

At . 08 = (sgnm)A(v™, ... 0™F)

fiir jede Permutation 7 € Sy, gilt. Gleichwertig ist, dass fiir eine (und damit jede) Basisdarstellung von A die
Gleichung
ATk — Ajﬂ'rl-njwk’ e Sk
im symmetrischen bzw.
Atk = (sgnm)AJmidme e Sy
im alternierenden Fall gelten. Der Raum der symmetrischen bzw. alternierenden k-Multilinearformen ist
jeweils ein Unterraum Sym”*V bzw. A*V* von LE(V).
Fiir eine beliebige k-lineare Form A kann man die Symmetrisierung von A durch

1 T s
symA(v!, ... o*) = o Z A(™, .. v")
TESk
und die Alternisierung von A durch
1
altA(vt, ... 0% = o Z (sgnm)A(w™, ... v"™)
TEeSk
definieren. Die Abbildungen sym: L¥(V) — Sym*V und alt: L*¥(V) — A¥V* sind linear und es gilt
A€ Sym"V & A4 =symA
Ae NV & A=altA

22



Man kann eine k-lineare Form A € L¥(V) und eine f-lineare Form B € L*(V) “multiplizieren”, um eine
Form A ® B € L***(V) zu erhalten, indem man A ® B durch

(A B)(v!, ..., 0% w, ... w’) =A@, .. o")B!, ... wb), ol oF et wt eV

definiert. Wir bendttigen im folgenden vor allem die alternierende Variante dieses “Tensorprodukts”, das
Keilprodukt (auch dusseres Produkt oder Hakprodukt genannt) der alternierenden k-Form A mit der alternie-
renden k-Form B, definiert durch

k+120)!
A/\B(Ul,...,vk,vzl,...,vz'*'k) = ( k—:_é') (alt(A® B))(v', ..., 0% wh, ... wh)

1
= Z A(W™, . 0T B(u™ L oTREE),
7r€Sk+1,

Die Abbildung A wird auf den Raum
AV =P AV
k=0

linear fortgesetzt und ist ein assoziatives und distributives Produkt (linear iiber R in jedem Faktor) auf
diesem Raum, macht ihn also zu einer Algebra. Das Keilprodukt ist aber nicht kommutativ, sondern erfiillt
die Regel
aAB= (DB ra
fir € A*V* und g € AV*.
Das Keilprodukt ermdglicht uns auch die bequeme Angabe einer Basis von A¥V*. Es ist némlich fiir ein
beliebiges A € AV *

AW M) = ALY F @ Y )

Jji=1 Je=1

= Z Z Fin@b) - fi (WA (F, . %)

Jj1i=1 Jr=1

= 3 SN LA

J1seeJk=1

= Z Z (Sgnﬂ')fjl(vﬂ-l)"'fjk('l}ﬂ—k)Ajl'”jk

1< < <jr<n weSk

also

A= Z Ajlmjkfjl/\"'/\fjk'

1<j1 < <gr<n

In Koordinaten ausgedriickt ergibt sich somit unter Verwendung der Notation vi = fr(v7), dass

1 1
Vi Yk

Al .. %) = E At Ik
1<j1 < <gr<n vk ok
J1 Jk

ist.

Wir erhalten auch, dass dim AFV* = (Z), und dim AV* = 2™. Ein Spezialfall ist damit £ = n, da
dim A"V* = 1. Eine spezielle Wahl einer nichtverschwindenden n-Form wy € A"V* legt damit eine Orien-
tierung von V fest; wir sagen, eine Basis {vl,... o™} ist positiv orientiert, wenn wy (v?, ..., v™) > 0, und
negativ orientiert, wenn w, (v?,...,v") < 0. Jede Basis ist also entweder positiv oder negativ orientiert, und
wir konnen umgekehrt auch eine spezielle Basis als positiv orientiert auszeichnen. In jedem Fall kann jeder
n-dimensionaler Vektorraum mit insgesamt 2 Orientierungen versehen werden.
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7.2. Definition von k-Formen.

Definition 12. Sei U C R offen. Eine Abbildung w: X(U)¥ — C>°(U) heisst eine k-Form auf U, wenn w
linear iiber C*°(U) in jeder Verénderlichen ist,

WXL, XTI Y X =X X X FAXY, LY X
fiir beliebige X*,Y* € X(U), f € C>®(U), und 1 < j < k, und alternierend,
w XY XXX = —o(X XX XY, 1<j<t<E,
ist. Der Raum der k-Formen auf U wird mit QF(U) bezeichnet und wird mit der iiblichen Festsetzung
(a+ fB) (XY, ..., XF) = (X", ..., X" + fB(XY,..., X")

zu einem Modul tiber C*°(U) (d.h. die gleichen Rechenregeln wie in einem Vektorraum, aber die Skalare
sind Elemente des Rings C>°(U)).

LEMMA 9. Sei o € Q¥(U), p € U. Dann gibt es ein A =: o, € AkT;RN sodass
alX', X)) = ap(X,, ., X))
fiir beliebige Vektorfelder X', ... X* € X(U) ist.

BeweEIs. Wir kénnen X7 mit Hilfe der Standardbasis schreiben:

N
, 9 , -
{=1

Also ist
o(X oo X =a (S XY xE L) )
! 81‘@1 k 8.L“(k
41:1 Zkzl
n n 9 P ’
_ 1 k
= Z Z XZI(P)"'Xek(P>04 (my-n,%) (p)
Jji=1 Je=1
und der letzte Ausdruck kann offensichtlich in der geforderten Form geschrieben werden. |

Wir kénnen nun das Keilprodukt einer k-Form o € QF(U) mit einer ¢-Form BQ°(U) als k + ¢-Form
aA B e QFYU) durch

aABXT X (D) = ap AB(Xy, . XD

definieren; zu iiberpriifen gilt nur, dass durch die rechte Seite wieder eine glatte Funktion auf U definiert
wird, was wegen der Definition von oy, A 5, klar ist:

1
QABXY, L XM = L S (XX B(X R X ),

und die rechte Seite ist offensichtlich glatt auf U.
Dieses Produkt erfiillt nun dieselben Rechenregeln wie das oben eingefiihrte Keilprodukt zwischen alter-
nierenden Multilinearformen:

aN(B+fy)=arB+fany, aAB=(-DBAra, acQFU),BecQU),feCU).
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Wenn wir die Rechnung im Beweis oben weiterfithren, sehen wir, dass man mit Hilfe der 1-Formen
dzxy,...,dry jede k-Form « als

- 9 - d
1 k\ 1 k
alXh. X )a<§ :leia%,..., § :XZWWJ

l1=1 l=1

n n 0 9
_ ZZXéleka(m,,m>

=1 £,=1

0 0
T, L. T - _ -
E E (sgnm) Xy XékOc(axél,...,axék)

1<l1<--<lp <N €Sk

7] 0

656’@1 B 3.’);‘gk

< )da?gl/\“'/\dl‘gk(Xl,...,Xk)
1<l <<l <N

schreiben, d.h. jede k-Form « lisst sich als C°°-Linearkombination der Basisformen
dre, N---Ndxg,, 1<l <---<l, <N

schreiben.

7.3. Das #dussere Differential. Wir konnen den Operator d, den wir schon fiir glatte Funktionen und
1-Formen definiert haben, auf eine und nur eine Art auf

QU) =P )

N
k=0

fortsetzen, sodass die fiir f,g € Q°(U) = C*(U) giiltige Regel d(fdg) = df A dg erhalten bleibt: Wir

definieren fiir

a= Z oafrbedy A Nday, € QF(U)
1<l <<l <N

da = S (da" ) Ndag, A Adag, € QFTHD).
1<l <<l <N

Der resultierende Operator d: QF(U) — QFF1(U) erfiillt die folgende Verallgemeinerung der Leibnizregel:
LEMMA 10. Fir a € Q¥(U) und 8 € Q"(U) gilt
daAB)=daA B+ (—1)*aAdB.

BEWEIS. Wir schreiben

o= E o/l'”z’ﬂda:gl A Ndxy,
1<l <<t <N

6= Z Bel"'["dl'gl A ANdxy,.

1<l <<l <N
Dann ist

alp= Z bt glbedy, Ao Ndag, Adze, A+ Adag,,

1<l <<l <N
1<l <<, <N
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also ergibt sich unter Verwendung der Rechenregeln fiir das Keilprodukt und der Tatsache, dass d(fg) =
fdg + gdf:

dlanB) = > d(afrte gty Ndxy Ao Ndag, Adag, A Adag,

1<l <<, <N
1<, <<l <N

_ Z (aél...fkdﬂfl...&. +BZ1..‘€7.dO/1...5k) /\dle Ao /\dxék /\dle A A dl'ZT

1<l <<y <N
126,< <L, <N

= Y (da"t Adwg, A Ndag) A (B rdag, A A dag,)

1<, <<l <N
1<4, <<l <N

+ (=1)* > (ol Adag, Ao Ndag) A (A5 Adwg, A+ Adg,)

1< <<l <N
1<0 <<, <N

=danB+(-1)*andp.
O

Die Leibnizregel bedingt wieder, dass exakte Formen geschlossen sind: Eine Form a € QF(U) heisst
geschlossen, wenn da = 0 ist, und exakt, wenn o = dj3 fiir ein 8 € QF~1(U) ist.

LEMMA 11. Esistdod =0, d.h. fiir jede Form o € QF(U) ist d(da) = 0.
Wir empfehlen dem Leser, die Rechnung durchzufiihren.
7.4. Der Pullback-Operator. Seiennun U C RY und V C Rév/ offene Mengen, ® = (®4,...,Pn/): U —
V eine glatte Abbildung. Wir haben fiir 0- und fiir 1-Formen bereits den Operator
*: Q'(V) = QUU), ®*f=fod,
*: QY(V) = Q'U), " a(X)(p) = asp) (@' (p)X,),

kennengelernt. Die Definition von ®* auf 1-Formen nimmt eine der wichtigsten Eigenschaften von ®* vorweg:
Es ist

(@*df)(X)(p) = (df o) (2 (p)X,) = d(f 0 2)(X)(p),

also ®* od = d o ®*. Wir definieren nun allgemein, fiir

o= Z ol dy, A AN dyg, € QF(V),
1< <<l <N/

die Form ®*a € Q*(U) durch

Do = > (@l )dDy, A AdDy, € QF(U).
1<0 <<l <N

Das so definierte ®* erfiillt, dass
(X', .., X)(p) = e (@' (P)X,, ..., ' (p)X)).

In der Tat ist ja

(XL X)) = Y (@) (p)dDy, A AdDy (X7 XF)(p)
1<l <<€ <N
X'®,, ... X*®, ,
— Z ((I)*O/l'"ek)(p> .
1Sl <o <bp<N X1<1>gk Xk(I)gk
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da ja ganz allgemein unter Verwendung von Standardkoordinaten
Xp®q
' (p) X, = ; . Xp € T,RY
Xp®n
gilt.
Die Definition von ®* bedingt, dass ®* nicht nur linear, sondern auch mit dem Keilprodukt vertréglich
ist:
D" (a1 + fag) = D%y + (P )Py, P* (A B) = (P*a) A (D*S).
®* ist also ein Algebrahomomorphismus, wenn man es als Abbildung ®*: Q(V) — Q(U) auffasst.
Weiters bedingt sie, dass ®* o d = d o ®* ganz allgemein gilt, also die folgende allgemeine Kettenregel:

LEMMA 12. Sei o € QF(V). Dann gilt d(®*a) = ®*(da).

BEWEIS. Unter Verwendung unserer iiblichen Formel fiir da und der Tatsache, dass fiir 0-Formen defi-
nitionsgeméss ®*df = d®* f ist, ergibt sich:

*(da) = @~ Z (da5) A dye, A -+ A dyq,
1<l <<l <N’
> O* ((da' ") Ndye, A--- A dys,)
1<l <<l <N’
= > (®*da’ ) A (D*dyg, ) A - -+ A (®*dyq,)
1< <<l <N’
= > (dD* ) A (dDBg, ) A -+ A (dDy,)
1<l <<l <N’
=d > (B Y A (dDy,) A -+ A (dDy,)
1< <<, <N’
= d(®*a),

wobei wir in der vorletzten Zeile die Leibnizregel verwendet haben. (Il

8. Integration von Differentialformen
Wir nehmen nun an, dass U = R? und a € Q7 (R?) ist, d.h. kompakten Tréger in R™ hat:
a=adsy N+ Ndsp, &€ CPR").

Wir withlen nun A > 0 so gross, dass supp(&) C [—A, A]™ ist, und definieren

A By O O TR [ P P

Wir erinnern daran, dass wir eine Form (3 € Qk(U ) geschlossen nennen, wenn df = 0 ist, und exakt, wenn
a = dp fiir ein € QF1(U) ist. Fiir « € Q"(R") ist trivialerweise do = 0. Auf der anderen Seite ist o auch
exakt (wobei wir hier die Kompaktheit des Triigers nicht benétigen: Wenn 8 € Q"~1(R") ist, so kénnen wir

n
B=> Bldsi AN ds; Ao Ndsy
J=1 ausgelassen

schreiben, es ist also

= 0B
Jj—1
dp = jEZl( 1) 95, dsi A\ -+ Ndsy,.
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Wir erhalten damit fiir « = a&dsy A - -+ A ds,, eine “Stammform”
8= HZ(_U]_l (/0 d(sl,...,tsj,...,sn)sjdt) dsi A= ANdsj A=+ Ndsy;

diese ist natiirlich Wenn « nicht nur kompakten Tréiger hat, sondern sogar die Ableitung einer Form 3 € Q7!
ist, die selber kompakten Triger hat, so kénnen wir eine interessante Aussage iiber das Integral treffen:

/ dg =0, BeQrR").

Dies folgt mit Hilfe des Fundamentalsatzes:
J A J
/aidsl A Ndsy :/ / %daﬁ -dsp
0s; _A 0s;
A A j
op?
= .. S1y...,8p)ds1 | ... |ds; |... |ds,
. ( (L ma) ) )
(/ 6S]< (/ ﬁj sl,...,sn)d81>...)dsj>...>dsn
A ) sj=A
( ( ﬂj(sl,...,sn) d81> ...de_1> d5j+1 > dSn
sj=—A

., A, ..., s,) ¢ supp B; ist. Also gilt auch

/dﬂz/aidsmmAdsno.
j=1

Wir wollen nun den Fall betrachten, in dem unser Integrationsbereich den Triager von [ nicht vollstindig
beinhaltet. Wir betrachten dazu zunéchst den Bereich H = {s; < 0} mit seinem Rand 0H = {s; = 0}, den
wir mit R”~! identifizieren. Wir definieren dann ganz entsprechend

/Ha:/_f:.../_f:ddsl...dsn:/_f: (/_1 (_._(/_°Ad<sl,...,sn>d31)._.)dsn_l) dow,

wobei A wiederum so gross gewéhlt ist, dass suppa C [—A, A]" gilt.
Allgemeiner definieren wir fiir ein Gebiet der Form

da nach Wahl von A der Punkt (sq, ..

U=A{(z1,...,zn): a<zny <D,
filzy) <zn-o1 < gi(zn),
fo(rn_1,2N8) < TN_2 < ga(TN_1,7N),
Inv—1(wy, . av—1) <ar < gn-i(T1,...,oN-1) )
wo f;,g; stetig sind, und w = @dzy A - Adzy € QN (U) das Integral

g1(zN—1) fyv—1(z1,eeN—1)
/w —/godwl .dxn —/ / / (21, .., en—1)dxy ... dTy.
1(xn—1) f TN-1)

N-1(Z1,.-,
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Wir kénnen nun fiir j # 1 die Rechnung direkt {ibernehmen (und in den Grenzen des innersten
Integrals A durch 0 ersetzen). Auf der anderen Seite ist

A A 0 n
O X 1 (51 TR By P
H _ _ — n
A A A
/Aa(z(/A(...(/Aﬂl(sla"'asn)d‘sl)d52"'>dsn_1>d8n

A A
= [A < </AB1(O,SQ,...,Sn))d81> > dsn_l,
also zusammengenommen
A A
/Hdﬁ:/_A ( (/_Aﬁ (O,SQ,...,Sn))dSQ> > dSn_l

Fiir eine n-Form a auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M C R wiirden wir nun gerne das

Integral
/ “
M

definieren, und zeigen, dass fiir eine berandete Mannigfaltigkeit die Gleichung

/Mdﬁ: SMB

und damit

gilt.

9. Orientierbarkeit und Rénder von Teilmannigfaltigkeiten

Definition 13. Wir sagen, eine Teilmannigfaltigkeit M C RY (wie iiblich, dim M = n) ist orientierbar,
wenn es eine Form w, € Q™(RY) gibt, sodass (w4 )p|(7, )~ eine nichttriviale alternierende n-Form auf T, M
fir p e M ist.

Orientierbare Teilmannigfaltigkeiten sind also solche, auf denen es méglich ist, eine “zusammenpassende”
Orientierung auf den Tangentialriumen zu finden.
Beispiel 13. Wenn U C RY eine offene Menge ist, fiir die OU eine glatte Hyperfliiche ist, so ist OU ori-
entierbar. Dazu bemerken wir, dass es fiir p € QU einen eindeutig bestimmten Einheitsvektor n, gibt, der
normal auf T,0U ist und “nach aussen zeigt”, also p + en, ¢ U fiir € > 0 klein erfiillt. Wir setzen n, zu
einem glatten Vektorfeld auf RV ford und definieren dann

wi (XX = (ny, Xy, X))
Eingeschrénkt auf T,0U ist (w4), offensichtlich nicht trivial und definiert die “Standardorientierung” von
ou.

Beispiel 14. Das Mobiusband ist nicht orientierbar. Aus den Ubungen wissen wir nimlich, dass Orien-
tierbarkeit einer Hyperfliche dquivalent zur Existenz eines Normalenvektorfeldes ist, und wir haben in den
Ubungen auch schon gezeigt, dass ein solches fiir das Mébiusband nicht existiert.

Definition 14. Eine Teilmannigfaltigkeit M C RY heisst Teilmannigfaltigkeit mit Rand, wenn es fiir je-
des p € OM eine offene Umgebung U(p) € N(p) gibt und glatte Koordinaten (si,...,Sp,t1,...,tq) =
®(x1,...,xn) in U sodass (M NU) = {t =0,s, < 0}.

LEMMA 13. Wenn M C RY eine Teilmannigfaltigkeit mit Rand ist, so ist OM C RN eine Teilmannig-
faltigkeit der Dimension dim OM = dim M — 1. Wenn M orientierbar ist, so ist auch OM orientierbar.
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BEWEIS. Sei p € 9M. Nach Definition gibt es dann glatte Koordinaten ®: U — ®(U) C R¥, wie in der
Definition, sodass ®(M NU) = {s1 < 0,t1 = --- = tq = 0}. Wir behaupten, dass 2(OM NU) = {s1 = 0,t; =
-+ =tq = 0}; daraus ergibt sich, da p beliebig war, dass OU eine Teilmannigfaltigkeit ist, der Kodimension
d+1, also dimdM = dim M — 1. Sei also ¢ € M N U. Dann gibt es eine Folge von Punkten p; € M mit
p; — q(j — 00); es folgt ®1(p;) — Pi(g), also ®1(q) < 0. Da g ¢ M, ist also ®1(¢g) = 0. Natiirlich ist
auch ®,41(¢) = limj_ o0 Pryr(pj) =0, also ®(p) € {s1 =t; = --- =tq = 0}. Ist umgekehrt ¢ mit ®1(q) =
D,,1+1(q) = =Pp1a(q) = 0 gegeben, so sind fiir j > jo die Punkte (—=1/j, ®2(q),...,Pn(q),0,...,0) € ®(U)
und ¢; = ®71(=1/4,®2(q), ..., ®n(g),0,...,0) € M NU, mit ¢; — ¢, also ¢ € M NU, aber ¢ ¢ M, und
damit g € OM.

Wir betrachten nun einen Punkt p € M, wieder mit Koordinaten ®: UP — RY wie oben versehen,
wobei wir UP als kleine Bille um p wéhlen, und definieren fiir ¢ € M durch

T,M = ((2")7") (2(9))({ts = - = ta = 0})
auch den Tangentialraum von M im Punkt ¢ (dieser ist unabhéngig von der Wahl von ®7). Wegen T,0M =
<((I)p)71)/ (®(q))({t1 = --- =tq = s1 = 0}) ist also T,0M C T,M. Wir definieren nb, q € UNAOM, als den

“4usseren Einheitsnormalenvektor”, d.h. T,0M &+ (nf) = T, M, und n? ist so gewihlt, dass (®7)'(¢)(n?) €
{s1 > 0}. Wir kénnen n? zu einem glatten Vektorfeld auf U? fortsetzen, indem wir

= (87)71) (@) (@) (o)), a(@) = (B)=1(0, (), .., B2 (2),0, .. ,0)
setzen.
Sei nun (¢P)pecon eine Zerlegung der Eins beziiglich der Mengen {U?: p € OM }; wir definieren

n= Z PP (z)nP (x).

Dann ist n, trivial durch 0 fortgesetzt, ein glattes Vektorfeld auf RY, und wir koénnen falls M durch
wM € Q" (RN) orientiert ist, durch w? (X!, ..., X" 1) = wM(n, X,..., X""1) eine Orientierung auf O M
definieren. O

Wir bezeichnen die von der Form w?" kommende Orientierung als die von M induzierte Orientierung
von OM.
Sei nun M eine orientierbare Mannigfaltigkeit mit Rand OM. Wir definieren, fiir w € Q"(U), wo U D M

offen ist, das Integral
/M Ea; /M ; va( A )

wobei ¢®: V — RN Parametrisierungen von M sind, V¢ ein geeignet gewihltes Gebiet im R™ ist, und ¢
eine Zerlegung der Eins ist, deren Triiger die Eigenschaft haben, dass supp¥* U M C ¢*(V%), und fiir die
gilt, dass {(@“)’(5)6%1 sy -y (%) (s) a?n |s} eine positiv orientierte Basis von T, M ist. Wir werden spéter
sehen, dass das so definierte Integral einer n-Form nicht von den getroffenen Wahlen abhéngt.

10. Der Satz von Stokes
SATZ 10. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand OM, und M kompakt. Weiters sei a €

Q"=YU), wo U D M. Dann gilt
/ do :/ o.
M oM
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