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KAPITEL 1

Der Korper der reellen Zahlen

1. Das Axiomensystem

Wir fithren den Korper der reellen Zahlen axiomatisch ein, das heisst, wir postulieren, dass es eine Menge
R (die Menge der reellen Zahlen) gibt, deren Elemente wir reelle Zahlen nennen, welche mit zwei binéren
Operationen (4 und -) und einer Totalordnung < versehen ist, sodass die folgenden Eigenschaften erfiillt
sind:
Axiom 1: (Das Kérperaziom) (R, +,-) ist ein Korper;
Axiom 2: (Das Ordnungsaziom) (R, +,-, <) ist ein angeordneter Korper, d.h.

at+c<b+ec fallsa<b, ceR

und
ac <bc, fallsa <b, ¢>0;

Axiom 3: (Das Archimedische Axiom) Fiir jedes M € R existiert ein N € N sodass M < N - 1;
Axiom 4: (Das Volistindigkeitsaxiom) Wenn S C R, S # (), nach oben beschriinkt ist, so gibt es eine kleinste
obere Schranke von S in R.

Von diesen Axiomen ausgehend werden wir die Analysis mit reellen Zahlen entwickeln. Sie geben uns
die Regeln, nach denen wir mit diesen Objekten hantieren werden, unabhéingig von der Vorstellung, die wir
von den reellen Zahlen haben mogen (zum Beispiel als Punkte des “Zahlenstrahls”). Wir werden nun damit
beginnen, einige einfache Folgerungen zu ziehen, und die Axiome inhaltlich zu erldutern.

1.1. Die Kérperaxiome. Ganz allgemein ist ein Korper ein Tripel (k,+, ) gebildet aus einer Menge
k und zwei bindren Operationen + und -, welche die folgenden Eigenschaften hat:
Korperaxiom 1: (k,+) ist eine abelsche Gruppe (mit einem neutralen Element, welches wir im folgenden mit

0 bezeichnen);

Korperaxiom 2: (k\ {0}, ) ist eine abelsche Gruppe;
Korperaxiom 3: a(b+ ¢) = ab + ac fiir alle a, b, ¢ € k.
Wir benutzen die iiblichen abkiirzenden Schreibweisen wie a + (—b) = a — b und ab™! = ¢; das neutrale
Element beziiglich der Addition wird mit 0, jenes beziiglich der Multiplikation mit 1 bezeichnet.

In einem Korper darf man rechnen, wie “man es gewohnt ist”, und Faktoren, welche nicht 0 sind, kiirzen,
d.h. aus ab = ac mit a # 0 folgt b = c.

1.2. Die Ordnungsaxiome. Wir haben gefordert, dass < eine Totalordnung auf R ist, also:

i) < ist reflexiv, d.h. a < a fiir alle a;
ii) < ist antisymmetrisch, d.h. wenn a < b und b < a, so ist a = b;
iii) < ist transitiv, d.h. wenn a < b und b < ¢, so ist auch a < ¢;
iv) Fiir zwei gegebene a,b gilt entweder a < b oder b < a.
Allgemein heissen Relationen, welche i)-iii) erfiillen, Ordnungsrelationen, und eine Totalordnung ist eine
Ordnungsrelation, welche zusétzlich iv) erfiillt. Wie iiblich schreiben wir a < b, wenn a < b aber a # b ist.

M € R heisst obere Schranke von S C R, wenn s < M fiir alle s € S gilt; M heisst untere Schranke von
S CR, wenn s > M fiir alle s € S gilt. Wir sagen, S C R sei nach oben (bzw. nach unten beschriinkt), wenn
S eine obere (bzw. untere) Schranke besitzt. S C R heisst beschrénkt, wenn S sowohl nach oben als auch
nach unten beschrankt ist.

Punkt 2 verbindet die Ordnungseigenschaften mit den Korperoperationen. Wir wollen einige einfache
Folgerungen aus diesem Axiom ziehen, welche wir im folgenden ohne weiteren Kommentar anwenden werden.

3



LEMMA 1. Fir jedes x € R ist 2 > 0, insbesondere ¢ilt 0 < 1. Sind a,b in R und a < b, so ist —b < —a,
und allgemeiner gilt fir ¢ < 0, dass be < ac. Sind fir a,b,c,d € R sowohl a < b als auch ¢ < d, so ist
a+c <b+d; falls sogar a < b ist, soista+c<b+d. Ist0<a<bund0 <c<d, soistac<bd.

BEWEIS. Wir verwenden das Ordnungsaxiom fiir die Multiplikation mit ¢ = 0, b = x, und ¢ = x, um zu
sehen dass 0 < 22 gilt. Da 1 =12 und 0 # 1 gilt, folgt auch 0 < 1.

Gilt a < b, so folgt aus dem Ordnungsaxiom fiir die Addition (mit ¢ = —a — b), dass —b < —a gilt.
Insbesondere ist fiir ¢ < 0 die Ungleichung —¢ > 0 erfiillt, womit —ac = a(—c) < b(—c¢) = —bc und damit
aus dem soeben Bewiesenen be < ac folgt.

Die letzten Behauptungen folgen aus dem Ordnungsaxiom fiir die Addition bzw. der Multiplikation sowie
der Transitivitat von <, da

a+c<b+c<b+d
gilt. Ist nun zusétzlich a < b, so ist a + ¢ < b+ ¢ und somit die erste Ungleichung in der Kette strikt, also
a+c<b+d Ist 0 <a<bund 0 < c<d, soist ac < bc und cb < db, also auch ac < bd. O

Fiir die Eigenschaften von Grossen von Produkten ist demnach vor allem das Verhalten auf positiven
Zahlen ausschlaggebend. Wir schreiben

Ry ={z eR: x>0}

LEMMA 2. Die natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,...} sind in R eingebettet, wenn man n € N mit n -1
identifiziert.

BEWEIS. Wir schreiben «(n) = n - 1. Aus den Koérperaxiomen folgt, dass ¢«(m + n) = ¢«(m) + ¢(n) und
t(mn) = t(m)e(n) fiir m,n € N gilt.

Um den Beweis abzuschliessen, miissen wir zeigen, dass ¢ injektiv ist. Dazu beachten wir, dass ¢ strikt
monoton ist: Sind m,n € N mit m < n, so gilt «(m) < ¢(n). Wir beweisen dies mit Hilfe von Induktion nach
p =m+ n: Fiir p =1 gibt es nur das Paar m = 0, n = 1, und nach Lemma 1 ist 0 < 1. Wir nehmen an,
dass die Behauptung fiir alle m < n mit m 4+ n < p erfiillt ist. Sei nun mg < ng und mg +ng = p+ 1. Dann
gilt entweder mg = ng — 1, womit mg < ng wegen 0 < 1 folgt, oder es ist my < ng — 1, und wir kénnen
die Induktionsvoraussetzung auf m = mg, n = ng — 1 anwenden, was t(mg) < t(ng — 1) liefert. Da aber
wiederum 0 < 1 gilt, ist ¢(mg) < ¢(no). O

Der Beweis scheint vielleicht unnotig kompliziert, doch die offensichtliche Aussage, dass in einem geord-
neten Korper m -1 < n -1 fiir m < n ist, benétigt einen Induktionsbeweis!
Analog zum vorangehenden Lemma 2 ldsst sich zeigen, dass die Abbildungen

-1
Z—R, m+—m-1, sowie Q— R, £|—>p—1,
q q-

zu Identifikationen von Z mit einem Teilring von R bzw. Q mit einem Teilkérper von R fithren. Wir werden

deswegen im folgenden Z C R und Q C R schreiben.

Ubungsaufgabe 1. Zeige die vorangehende Aussage fiir Q und erliutere, wie die Aussage Q C R zu
verstehen ist. Ist diese Identifikation von Q mit einem Teilkérper von R eindeutig?

Die Ordnung erlaubt es uns, Intervalle zu definieren: Wir setzen
(a,b) :={xr e R: a <z < b},
(a,b] :={x e R: a <z < b},
[a,b) :={x € R: a <z < b},
[a,b] :={z €R:a <z <b}.

Es ist bequem, auch Intervalle von der Form

(a,0) :={z €R:a <z}
[a,00) :={z €eR:a <z}
(—o00,a) :={z eR: z < a}
(—o0,a] :=={z eR:z<a}



zu definieren.

Eine wichtige Methode, auf die Giiltigkeit einer Ungleichung zu schliessen, ist, eine abgeschwichte Form
dieser Ungleichung zu beweisen: Ist = < y, so ist fiir beliebiges € > 0 auch die Ungleichung = < y + ¢ erfiillt.
Wenn diese Ungleichung nun fiir alle € > 0 erfiillt ist, kénnen wir auch auf die Giiltigkeit der urspriinglichen
Ungleichung schliessen: So ist andererseits, wenn y < z, fiir ¢g = 5% die Ungleichung = — y > &g, also
x >y + go erfiillt.

1.3. Das Archimedische Axiom. Das Archimedische Axiom kann auch etwas anders formuliert wer-
den. Wenn k ein angeordneter Korper ist (d.h. Axiome 1 und 2 erfiillt), was wir fiir den Rest von Unter-
abschnitt 1.3 annehmen wollen, so zeigt der Beweis von Lemma 2, dass N C k aufgefasst werden kann.

LEMMA 3. k erfillt Aziom 3 genau dann, wenn N C k unbeschrinkt ist.

BEWEIS. Wenn Punkt 3 erfiillt ist, kann kein M € k eine obere Schranke von N sein. Wenn andererseits
Axiom 3 nicht erfiillt ist, so gibt es ein M € k sodass N < M fiir alle N € N gilt, also ist N beschrénkt. O

Die folgende Eigenschaft ist scheinbar stérker, aber dquivalent zum Archimedischen Axiom.

LEMMA 4. k erfillt Aziom 3 genau dann, wenn fiir jedes ¢ € N, ¢ # 0 und jedes M € k ein p € N
existiert, sodass M < % gilt.

BEwEIS. Wir miissen nur zeigen, dass das Archimedische Axiom die stidrkere Eigenschaft impliziert.
Dazu wenden wir es auf die Zahl ¢M € k an und erhalten ein p mit gM < p, also M < %. ]

Das Archimedische Axiom ist so formuliert, dass man iiber natiirliche Zahlen als beliebig grofi denken
kann. Dass bedeutet, dass man iiber die Kehrwerte natiirlicher Zahlen als beliebig klein denken kann.

LEMMA 5. k erfillt Aziom 3 genau dann, wenn zu jedeme > 0, € € k ein N € N existiert welches % <e
erfillt.

BEWEIS. Sei zuniichst Axiom 3 erfiillt. Dann kénnen wir fiir M = €' ein N € N finden, welches
e~! = M < N erfiillt. Durch Multiplikation mit + erhalten wir also % <e.

Sei nun die Bedingung des Lemmas erfiillt. Wenn M € k mit M < 0 gegeben ist, so ist die Folgerung des
Archimedischen Axioms mit N = 0 erfiillt. Ist andererseits M > 0, so erhalten wir fiir e = M~! ein N € N
mit 1 <& =M"', und es folgt M < N. O

LEMMA 6. Seien A, B € R mit A < B gegeben. Wenn B — A < % fiir alle N € N (mit N #0) gilt, so
ist A= B.
Ubungsaufgabe 2. Beweise Lemma 6.

LEMMA 7. Seien a,b € R mit a < b gegeben. Dann gibt es ein r € Q mit r € (a,b).

BEWEIS. Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass 0 < a < b ist; andernfalls ersetzen
wir ¢ und b durch a + N bzw. b + N fiir ein geniigend grosses N € N. Sei ¢ € N so gross, dass % <b—-a
(ein solches ¢ existiert nach Lemma 5). Wiederum nach Lemma 5 ist die Menge K = {n € N: 2 < b} nach
oben beschrankt; sei p = max K. Wir behaupten, dass % € (a,b): Da % < b, bleibt nur zu zeigen, dass a < %.

Wenn % < a wéire, so wire p—'gl <a+ é < b, also p+ 1 € K, im Widerspruch zu p = max K. |

LEMMA 8. Sei k € N, k > 2. Fiir jedes € > 0 ¢ibt es ein n € N, sodass k™" < €.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst mittels Induktion, dass k™ > nk fiir beliebiges n € N gilt: Fiir n = 1 ist
dies klar; wenn die Ungleichung fiir n = m — 1 gilt, so folgt
m

1
m _ pm—1lp 5 _ 2> _ - = — = .
K = k> (m— D2 > (m 1)<1+m_1>k (m —1) "=k = mk

Nach Lemma 5 gibt es ein n, sodass % < ke. Es folgt

< ke =¢

el

1 1

—<—<
k™ T nk —
wie behauptet. O

ot



1.4. Das Vollstindigkeitsaxiom. Axiom 4 ist, was die reellen Zahlen tatséichlich auszeichnet. So ist
zum Beispiel Q ein Korper, welcher auch Axiom 3 erfiillt. Wir werden bald sehen, dass Q Axiom 4 nicht
erfiillt, wollen aber zunéchst einige hilfreiche Umformulierungen von Axiom 4 kennenlernen. Wir nehmen im
folgenden an, dass k ein archimedischer Korper ist, also Axiome 1, 2, und 3 erfiillt.

Wir rufen in Erinnerung, dass eine kleinste obere Schranke einer Menge S eine obere Schranke A mit
der Eigenschaft dass fiir jede obere Schranke M die Ungleichung A < M gilt. Eine kleinste obere Schranke
ist notwendigerweise eindeutig bestimmt (wenn sie existiert) und wir schreiben A = sup S und sagen, A sei
das Supremum von S. Eine grosste untere Schranke einer Menge S ist eine untere Schranke B von S mit
der Eigenschaft, dass fiir jede untere Schranke M von S die Ungleichung M < B erfiillt ist; auch die grosste
untere Schranke (so sie existiert) ist eindeutig bestimmt, und wir schreiben B = inf S und sagen, B sei das
Infinum von S. Ob man die Existenz kleinster oberer oder grosster unterer Schranken fordert, ist irrelevant:

LEMMA 9. k erfillt Aziom 4 genau dann, wenn jede nach unten beschrdnkte nichtleere Menge eine
grosste untere Schranke hat.

BEWEIS. Sei zunichst Axiom 4 erfiillt, und S C k nach unten beschrinkt, durch —M < s fiir alle s € S.
Dann ist M eine obere Schranke der Menge —S = {—s: s € S}, und es gibt eine kleinste obere Schranke A
von —S. Wir behaupten, dass —A die grosste untere Schranke von S ist: —A ist eine untere Schranke von
S, da —s < A fiir alle s € S, also s > —A fiir alle s € S gilt. Ist nun —M eine beliebige untere Schranke von
S, so ist nach dem obigen M eine obere Schranke von —S, also A < M. Es folgt —M < —A, also ist —A die
grosste untere Schranke von S.

Die Gegenrichtung wird ganz entsprechend bewiesen. ]

Ubungsaufgabe 3. Beweise die Gegenrichtung in Lemma 9.

LEMMA 10. Sei S C R. Dann ist A = sup S genau dann, wenn A eine obere Schranke von S mit der
FEigenschaft ist, dass fiir jedes € > 0 ein s = s(e) € S existiert sodass A —e < s < A gilt. Weiters ist
B =inf S genau dann, wenn B eine untere Schranke von S mit der Figenschaft ist, dass fir jedes € > 0 ein
s=s(e) € S emistiert sodass B < s < B+ ¢ gilt.

BEwEIS. Wenn A das Supremum von S ist, so ist fiir gegebenes € > 0 die Zahl A — ¢ < A keine obere
Schranke von S. Also muss es ein s € S geben, fiir welches A — ¢ < s gilt. (]
Ubungsaufgabe 4. Beweise die Aussage iiber das Infimum in Lemma 10.

In der Formulierung des folgenden Lemmas verwenden wir die Notation, welche im Beweis von Lemma 9
eingefiihrt wurde: —S = {—s: s € S}. Allgemein schreiben wir fiir 5,7 C R und c € R

S+T={s+t:s€85,te€T}, cS={cs:seS}.

LEMMA 11. Sei S C R. Dann ist S nach oben beschrinkt genau dann, wenn —S nach unten beschrinkt
ist, und es gilt sup S = —inf(—S). Weiters ist S nach unten beschrinkt genau dann, wenn —S nach oben
beschrinkt ist, und es gilt inf S = —sup(—39).

BEWEIS. Es geniigt, die erste Aussage zu beweisen, da die zweite aus der ersten angewendet auf die
Menge —S folgt. Die erste Aussage wurde schon im Beweis von Lemma 9 bewiesen. (]

LEMMA 12. Wenn S und T nach oben beschrankt sind, und ¢ > 0, so sind auch S+T und ¢S nach oben
beschrinkt, und es gilt
sup(S + T) = sup(S) +sup(T), sup(cS) = csupS.

BEWEIS. Die Summe oberer Schranken von S und von T liefert eine obere Schranke von S + T'; die
Beschrénktheit von ¢S wird entsprechend nachgewiesen.

Wir setzen nun A = sup S + sup T, was eine obere Schranke von S + T ist, und miissen zeigen, dass
A =sup(S +1T) ist. Sei dazu £ > 0 gegeben. Dann gibt es nach Lemma 10 ein s € S und ein ¢ € T mit

€

supS—§ <s<supS
€

supT — 5 <t<supT,
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nach Addition der Ungleichungen also A —¢ < s+t < A. Da € > 0 beliebig war, ist die Bedingung in
Lemma 10 erfiillt, und es folgt A = sup(S +T).

Ahnlich setzen wir zum Beweis der zweiten Gleichung A = c¢sup S und wenden wieder Lemma 10 an,
iiberlassen dies dem Leser aber als Ubungsaufgabe. O

Ubungsaufgabe 5. Beweise die zweite Aussage in Lemma 10, formuliere entsprechende Aussagen fiir die
Infima, und skizziere, wie man diese beweisen kann.

Das Supremum hat auch ein Monotonieverhalten in Bezug auf die Ordnungsrelation der mengentheore-
tischen Inklusion.

LEMMA 13. Sind S CR und T C R, S # 0 nach oben beschrinkt und gilt S C T, so ist sup.S < supT.

BEWEIS. Die Ungleichung folgt, da jede obere Schranke von T auch eine obere Schranke von S ist.
sup T ist eine solche obere Schranke, also gilt, da sup S die kleinste obere Schranke von S ist, auch sup S <
supT. O

Ubungsaufgabe 6. Gilt in Lemma 13 auch die strikte Monotonie, i.e. impliziert S C T die strikte Unglei-
chung sup S < sup7T?

Wir werden nun zeigen, dass in R Wurzeln positiver Zahlen existieren. Wir erinneren daran, dass

LEMMA 14. Seiy € Ry. Dann gibt es ein © € Ry mit 2® =y, und wir kénnen durch f(y) = \/y =«
eine Funktion Ry — Ry definieren, welche strikt monoton wachsend ist.

BEWEIS. Wir betrachten die Menge S, = {t € Ry U {0}: 0 < #* < y}. Diese Menge ist nach oben
beschriinkt, da fiir t > 1 die Ungleichung ¢ < t? gilt, also auf jeden Fall + < max(1,y) fiir jedes t € S gilt.
Daher gibt es x := sup S, und wir behaupten, dass 2% = y gilt. Zunéchst bemerken wir, dass Sy = [0, z) gilt;

y—=?
4x

wire x € S, also 2 < y, so ist fiir § < min(2z, ) die Ungleichung

y —a?
4x

(x+6)? =2? + 225 + 6% < 2 + 426 < 2% + 4z =y

erfiillt, also = keine obere Schranke von S,.
Somit gilt 22 > y. Wire nun 22 > y, so wire

2 2 2 2 2
a2:(w—m y) 2332—2.%‘3: y+<w y) >y,
T

also a < z, aber a® >y, was einen Widerspruch zu a € S, darstellt.
Die Funktion f(y) ist damit durch

fly) =supS,, y>0

definiert, was wegen Lemma 13 die Monotonie liefert; die strikte Monotonie folgt dann wegen 22 < 2'2, wenn
O<z<a. O

Es ist sinnvoll, v/0 = 0 zu definieren. Wir bemerken, dass die Folgerung iiber die strikte Monotonie
der Wurzelfunktion nun auf Ry U {0} gilt. Wegen der strikten Monotonie ist insbesondere die Losung = der
Gleichung 22 = y, welche 2 > 0 erfiillt, eindeutig bestimmt. Eine weitere iibliche Schreibweise ist \/z = 2z,

LEMMA 15. Fiir nichtnegative reelle Zahlen y1,y2 € Ry U {0} gilt \/y1yz = /y11/Y2-

BeEwEels. Wir haben nur zu iiberpriifen, dass die rechte Seite der Gleichung-also die Zahl ,/y1,/y>—die
definierende Eigenschaft der linken Seite erfiillt. Zunéchst ist |/y1,/y2 > 0, und es gilt

(Vvie)® = (Vin)*(Vi2)* = yiye

wie gewiinscht. |



1.5. Potenzen mit rationalen Exponenten. Wir haben in Unterabschnitt 1.4 die Existenz von Qua-
dratwurzeln gezeigt. Wir kénnen die dort vorgestellte Methode verallgemeinern, um Potenzen mit rationalen
Exponenten zu definieren. Die entscheidende Ungleichung wollen wir zunéichst extra formulieren.

LEMMA 16. Seien x,6 € R positive Zahlen. Dann gilt fiir ¢ € Z mit ¢ > 2 die Ungleichung

(x —6)1 > 27 — goz? .

BEWEIS. Die Aussage fiir ¢ = 2 wurde bereits im Beweis von Lemma 14 besprochen. Wir nehmen an,

das Lemma sei fiir ein beliebiges, aber fixes ¢ € N bereits bewiesen. Dann gilt
(2 — ) = (@ — 8)7(x — 0)
> (a7 - 82?1 (& - 8)
=27 — (g4 1)0z7 + ¢62x??
———
>0

> g7t — (g4 1)029,

womit das Lemma fiir alle ¢ € N mit ¢ > 1 gilt. O

LEMMA 17. Seiy € Ry, p,q € Z, ¢ > 0. Dann gibt es ein x € Ry, welches die Gleichung x9 = yP ldst;

dieses x wird mait y§ bezeichnet. Die Funktion f(y) = y% ist strikt monoton fallend, wenn p < 0 ist, und
strikt monoton steigend, wenn p > 0 ist.

BEWEIS. Es ist genug, die Aussage des Lemmas fiir p = 1 zu zeigen; die entsprechende Aussage fiir
allgemeine p folgt aus der Anwendung des Lemmas auf y — (y? )%

Wir betrachten die Menge S, = {t € R4 U{0}: 0 < ¢? < y}. Diese Menge ist nach oben beschrénkt, da
fir ¢ > 1 die Ungleichung t < t7 gilt, also auf jeden Fall ¢ < max(1,y) fiir jedes t € S, gilt. Daher gibt es
x :=sup.S, und wir behaupten, dass 27 = y gilt. Zunichst bemerken wir, dass S, = [0, z) gilt; wire & € Sy,
also 27 < y, so ist fiir 0 < 0 < min(z, %) die Ungleichung

q
q o .
xq—|—z (,)xq Ny
=N
. (q
z? + (,)xq15
>\
q q q—l yfxq
<z +z(j e =

q
y—a? q
— 4
-7 +2q—1,z:1<'>
=

J

(x +0)?

A

erfiillt, also = keine obere Schranke von Sy; im letzten Schritt haben wir die bekannte Folgerung
q .

> ()=

=0 M

aus dem binomischen Lehrsatz verwendet.
Somit gilt ¢ > y. Wére nun z? > y, so wire wegen Lemma, 16

rd — q rd —
al=(z— _y >a?—gq _ya:qflzy,
qza! qza~!

also a < z, aber a® >y, was einen Widerspruch zu a € S, darstellt.

Die Funktion y% ist damit durch

Q=

ya =supS,, y>0
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definiert, was wegen Lemma 13 die Monotonie liefert; die strikte Monotonie folgt dann wegen 29 < 2’7, wenn
0<zx<a. O

Ubungsaufgabe 7. Damit fiir 7 = % € Q durch y — y" eine Funktion definiert wird, miissen wir nur

noch zeigen, dass yg = y% gilt, wenn % = Z—:. Fiihre dies durch und zeige, dass fiir beliebige 7,7’ € Q und

y1,Y2,y € Ry U{0} die Gleichungen
(viy2)" =viys, Yy =y, W) =y
erfiillt sind.
Ubungsaufgabe 8. Untersuche, fiir fixes y € Ry, die Monotonieeigenschaften von Q > r — 3" (diese

héngen von y ab).

2. Der Abstandsbegriff und topologische Grundbegriffe
2.1. Der Betrag und der Abstand in R. Fiir eine reelle Zahl 7 definieren wir |r| = v/72, oder (etwas
konkreter)
r r>0
—r r<0.

|r] = max(r,—r) = {

|r| wird als Betrag oder Absolutbetrag von r bezeichnet. Mit Hilfe des Vorzeichens von r, welches durch

+1 r>0
(1) sgnr =40 r=20
-1 r<©0

definiert wird, kénnen wir auch
|z| = (sgnz)x
schreiben. Wir beachten gleich an dieser Stelle, dass |r| = 0 genau fiir r = 0 gilt, was oft in der Form
|z — y| =0 genau dann, wenn z =y, x,y € R,
verwendet wird.
Wir bezeichnen mit
d(£,y):|$—y|, xayeR
den Abstand von x und y; d ist dadurch als Funktion d: R x R — R definiert. Aus Lemma 15 folgt sofort,
dass |rs| = |r||s| gilt, was mit r = —1, s = = — y die Symmetrie von d liefert:
dz,y) =z —y| = | =1z —y| = |(-=1)(z —y)| = [y — = = d(y, z).
Eine weitere Eigenschaft des Betrags ist die Dreiecksungleichung:
LEMMA 18. Fiir x,y € R gilt
|+ y| <[]+ [yl
Gleichheit gilt genau dann, wenn x = 0 oder y = 0, oder, falls x # 0, y # 0, wenn x und y dasselbe
Vorzeichen haben. Fiir r,s,t € R gilt
d(r,t) < d(r,s) +d(s,t),
mit Gleichheit genau dann, wenn r < s <t oder t < s < r gilt.

Die zweite Formulierung erldutert besser den Namen Dreiecksungleichung: Der direkte Weg zwischen
zwei Punkten ist nie ldnger als jener iiber einen Umweg.

BEWwEIs. Es ist fiir beliebige z,y € R die Ungleichung zy < |z||y| erfiillt, wobei Gleichheit in genau zwei
Féllen gilt: zunéchst trivialerweise, wenn x = 0 oder y = 0, oder wenn sgnx = sgny. Damit ist

|z +yl* = (x4 y)* =2+ 2zy + y* < x> + 2/z|ly| + |y|* = (=] + [y])?,

was wegen der Monotonie der Wurzelfunktion (Lemma 14) |z + y| < |z| + |y| impliziert. Die Behauptung
iiber die Gleichheit folgt aus der schon beobachteten Gleichheit in der Ungleichung xy < |z||y|.
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Wir kénnen nun d(r,t) durch die Verwendung einer “klugen Null” mit Hilfe des soeben Bewiesenen

abschétzen:
d(r,t) = |r —t|

=lr—s+s—t
=|(r—s)+(s—1)
<fr—sl+]s—
=d(r,s) +d(s,1).
Gleichheit gilt trivialerweise, wenn r = s oder t = s gilt, oder, wenn r — s und s — t dasselbe Vorzeichen

haben: ist r — s >0 und s — ¢t > 0, so ist r > s > t; ist auf der anderen Seite r — s < 0 und s —t < 0, so ist
r<s<t. |

Oft bendtigt man auch eine untere Schranke fiir |« — y|. Die Frage nach einer solchen ist oft delikater
Natur; fiir die groberen Félle geniigt aber manchmal eine einfache Folgerung aus Lemma 18, welche gerne
als umgekehrte Dreiecksungleichung bezeichnet wird.

LEMMA 19. Fir z,y € R gilt

|| = lyll < [= —yl.
Fiirr,s,t € R gilt
|d(7’, 8) - d(sa t)' < d(’f‘, t)'
BeEwEls. Wir verwenden wieder die kluge Null: Es ist

[z =z —y+yl =z —y) +yl < |z —y[+ |yl

yl=ly—a+af=|y—2)+a| <|y—2|+]z,
also sowohl |z| — |y| < |x —y] als auch |y| — |z| < |« — y|. Die Behauptung fiir den Abstand folgt nun, indem
man z =7 — s und y =t — s setzt. |
Ubungsaufgabe 9. Untersuche die Bedingungen, unter denen Gleichheit in Lemma 19 herrscht.

Um zu zeigen, dass zwei Punkte x,y gleich sind, ist es oft hilfreich zu zeigen dass sie beliebig nahe
zueinander sind.

LEMMA 20. Es ist x =y genau dann, wenn fir alle e > 0 die Ungleichung |x — y| < e erfillt ist.

Ubungsaufgabe 10. Beweise Lemma 20.

Mit Hilfe des Betrags werden fiir € R spezielle Mengen definiert, welche alle Punkte die nahe zu x
sind, umfassen: Der e-Ball B.(z) um z ist durch

B.(z) :={y e R: d(x,y) < e}
definiert. Wir kénnen natiirlich auch
B.(x)=(x—e,x +¢)
schreiben, wollen aber iiber B.(z) als die Menge aller Punkte denken, welche von = weniger als ¢ entfernt
sind.

LEMMA 21. Seiy € B.(x). Dann gibt es ein § > 0, sodass B;(y) C B:(x).
BEWEIS. Wir setzen § = ¢ — d(z,y) > 0. Fiir beliebiges z € B;(y) ist dann nach Lemma 18
Az, 2) < d(z,y) +d(y, 2) < dz,y) + (£ — d(z,y)) =<,
also z € B.(z). Es folgt die gewiinschte Inklusion Bs(y) C B.(x). O

LEMMA 22. Seien z1,29 € R, und 1 > 0, e3 > 0. Dann gibt es fir jedes y € Be, (x1) N Be,(x2) ein
0 > 0 sodass
Bs(y) C Bz, (21) N Bey (2)

gilt.
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BEWEIS. Wir setzen § = min(eq — d(21,y), 2 — d(z2,y)). Dann ist fiir beliebiges z € Bj(y) sowohl
d(xlv Z) < d(zlay) + d(yv Z) < d(xlvy) + (61 - d(zlay)) =¢€1
als auch
d(z2,2) < d(22,y) +d(y, 2) < d(22,y) + (2 — d(z2,y)) = €2,
also z € B, (71) N Be,(x2). Da z € Bs(y) beliebig war, folgt Bs(y) C Be, (x1) N Be, (x2). O

2.2. Der Umgebungsbegriff und topologische Grundbegriffe.

Definition 1. Eine Menge U ist eine Umngebung von x, wenn es ein € > 0 gibt, sodass B.(x) C U. Die Menge
der Umgebungen A (z) von z wird als das Umgebungssystem von x bezeichnet.

Beispiel 1. Die folgenden Mengen sind alle Beispiele von Umgebungen von 0 € R:
e (—=1,1),da (=1,1) = By(0);
o (~1.1).da By(0) C (-1 1);
e [—1,1], wiederum da (—1,1) = B1(0);
o [—1,1]UZ, wiederum da (—1,1) = B(0).

Im folgenden Lemma wollen wir einige einfache Eigenschaften von Umgebungen festhalten.

LEMMA 23. Seien U,V € N(z), dann ist auch U NV € N(x); fiir beliebiges W mit U C W ist
W e N(z). Ist U; € N(z), j € J, eine beliebige Familie von Umgebungen von x, so ist auch U;U; € N ().
Wenn V € N(x), so gibt es ein U € N(x) mit U C V fiir welches U € N (y) fiir alle y € U gilt.

Ubungsaufgabe 11. Beweise Lemma 23.

Definition 2. Eine Menge U C R heisst offen, wenn sie eine Umgebung jedes ihrer Punkte ist, d.h. wenn
U € N(z) fiir alle z € U ist. Eine Menge F' C R heisst abgeschlossen, wenn F° offen ist.

Beispiel 2. e () und R sind trivialerweise sowohl offen als auch abgeschlossen.
e Ein Intervall von der Form (a,b) mit a,b € R ist offen: Fiir « € (a,b) ist € = min(zx —a,b—x) >0
und B.(z) C (a,b). Wir sagen deswegen, (a,b) sei ein offenes Intervall. Ahnliche Uberlegungen
zeigen, dass (—o0o,a) und (a,o0) offen sind.

LEMMA 24. Fir U,V C R offen ist UNV offen. Ist U; C R, j € J eine beliebige Familie offener Mengen,
s0 ist auch U;U; offen. Fiir F,G C R abgeschlossen ist UG abgeschlossen. Ist F; C R, j € J eine beliebige
Familie abgeschlossener Mengen, so ist auch N;F; abgeschlossen.

BEWEIS. Sei x € UNV.Da U € N(z) und V € N(z) ist nach Lemma 23 auch U NV € N(z); da
x € UNYV beliebig war, ist U NV offen.

Sei x € U;U;. Dann gibt es ein jy € J, sodass x € Uj, ist. Da Uj, offen ist, ist U;, € N (z). Damit ist
auch U;U; D Uj, eine Umgebung von x; also ist U;U; offen. O

Beispiel 3. Seien a,b € R, dann ist [a, b] abgeschlossen, da [a,b]® = (—00,a)U (b, 00) eine Vereinigung zweier
nach Beispiel 2 offener Mengen, also nach Lemma 24 wieder offen. Wir sagen deswegen, das Intervall [a, ]
sei ein abgeschlossenes Intervall.

Das Intervall (a, b] ist weder offen noch abgeschlossen, da es keine Umgebung von b € (a, b] ist, und das
Komplement (—oo,a] U (b, 00) keine Umgebung von a ist.

Beliebige Durchschnitte offener Mengen miissen nicht wieder offen sein, so ist zum Beispiel (a,b] =
ﬁjEN(av b+ %)

Ubungsaufgabe 12. Gib ein Beispiel einer abziihlbaren Vereinigung abgeschlossener Mengen, die nicht
abgeschlossen ist.

Definition 3. p € R ist ein Hiufungspunkt von X C R wenn fiir jedes U € N (p) die Menge (U\{p})NX # 0
ist.

Beispiel 4. Der Punkt a ist ein Hiufungspunkt der Intervalle (a,b) und [a,b). Nach Lemma 7 ist jede reelle
Zahl Haufungspunkt von Q C R. Die Menge Z C R besitzt keine Hiufungspunkte.
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LEMMA 25. Sei X C R. Dann gibt es eine kleinste abgeschlossene Menge, welche X enthdlt; wir be-
zeichnen sie mit X und nennen sie den Abschluss von X. X besteht aus X und allen Hiufungspunkten von
X.

BEWEIS. Da R abgeschlossen ist, ist die Menge F = {F C R: F abgeschlossen, X C F'} nicht leer.
Damit ist die Menge X = NperF die kleinste abgeschlossene Menge welche X enthiilt.

Wir behaupten nun, dass eine abgeschlossene Menge F' jeden ihrer Haufungspunkte enthélt: taséchlich
gibt es fiir p € F¢ (da F° definitionsgemi$ offen ist) eine Umgebung U € N(p) mit U C F*, also ist
UNF = (. Damit enthilt jedes F' € F alle Hiufungspunkte von X.

Ist p € X¢ kein Hiufungspunkt von X, so gibt es eine offene Umgebung U von p mit U N X = (). Damit
ist U¢ € F,alsoist p ¢ X. g

PROPOSITION 1. Sei X C R eine beschrinkte, unendliche Menge (d.h., die Kardinalitit von X st
zumindest abzihlbar unendlich). Dann hat X zumindest einen Héiufungspunkt.

BEWEIS. Da X beschrinkt ist, gibt es ein M > 0 mit X C [-M, M]. Wir definieren ag = —M, by = M
und zerlegen das Intervall Iy = [ag, bp] in zwei Teile:

+ b +b
[ag, bo] = [ao,ao 5 0} U [ao 5 O,bo].

Mindestens einer dieser beiden Teile enthélt unendlich viele der Elemente von X; wir wahlen diesen Teil und
bezeichnen ihn mit [a1,b1]. Wir bemerken auch gleich, dass by — a; = M ist.

Angenommen, wir haben ein Intervall I; = [a;, b;] konstruiert, fiir das X NI; eine unendliche Menge ist,
und b; — a; = M2~ Wir zerlegen dieses Intervall I; wiederum in zwei Hélften,

[aj, bj] = {%aﬂr J} U {ag s j»bg} ~

2 2

Mindestens einer der Teile hat die Eigenschaft, dass er unendlich viele Elemente von X enthélt. Wir wihlen
diesen Teil und bezeichnen ihn mit I; 41 = [a;41, bj+1]; wir bemerken, dass bj 1 —aj11 = 3(b; —a;) = M279.
Wir erhalten auf diese Weise eine absteigende Folge von Intervallen

IhyoL1iDLD...

und behaupten zunéchst, dass jeder Punkt p € N;I; ein Hiufungspunkt von X ist. Sei also U C N(p)
beliebig, und ¢ > 0 so gewéhlt, dass B.(p) C U. Nach Lemma 8 konnen wir ein j > 0 finden, sodass
M277%2 < ¢ ist. Da p € [aj,b;] ist, und b; — a; = M2~ +1 gilt, haben wir

lz —p| < |z —aj|+|p—a;| < M2 4 M27IH = M27IH2 g € [ay,b;],
also [aj,b;] C B:(p) C U; und nachdem die Menge X N [a;,b;] unendlich ist, enthélt sie zumindest einen
Punkt, der von p verschieden ist.

Es stellt sich heraus, dass der Durchschnitt der Intervalle tatséichlich nur aus einem Punkt besteht (fiir
unsere Proposition ist es nur wichtig, dass er nicht leer ist!). Zunéchst sind die Zahlen A = sup{q;: j € N}
und B = inf{b;: j € N} wohldefiniert, da beide der betrachteten Mengen beschrinkt sind. Es gilt auch
A < B (da A < b; fiir alle j gilt); damit ist [4, B] C Nj[a;,b;]. Da nun aber B — A < b; —a; = M277T1 ist,
muss nach Lemma 8 notwendigerweise A = B sein. O
Definition 4. Wir sagen, p € R ist ein innerer Punkt von X C R, wenn es ein U € N (p) mit U C X gibt.
Beispiel 5. Jeder innere Punkt von X ist ein Haufungspunkt von X. Die inneren Punkte von [a,b] sind

genau die Punkte in (a, b).

LEMMA 26. Sei X C R. Dann gibt es eine grisste offene Menge, welche in X enthalten ist; wir bezeichnen
ste mit X° und nennen sie das Innere von X. X° besteht aus allen inneren Punkten von X.

BEWEIS. Da () offen ist, ist die Menge O = {U C R: U offen ,U C X} nicht leer. Damit ist X° = UyecolU
die grosste offene Menge, welche in X enthalten ist.

Definitionsgeméfl enthilt X° nur innere Punkte von X. Ist nun andererseits p kein innerer Punkt von
X, so gibt es keine offene Menge U, welche p enthilt und in X enthalten ist (wir verwenden hier die letzte
Eigenschaft welche in Lemma 23 bewiesen wurde). Also ist p ¢ X°. O
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3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.1. Folgen.

Definition 5. Eine (reelle) Folge ist eine Abbildung a: N — R. Die Bilder a(n) = a, heissen die Glieder
der Folge. Wir schreiben fiir die Folge a oft einfach (a,)2;. Wir sagen, die Folge (a, )5, konvergiert fur
n — oo gegen x € R, wenn fiir jede Umgebung U € N (zg) von xy ein N € N existiert sodass a,, € U fiir alle
n > N. Wenn (a,)22, gegen xy konvergiert, so schreiben wir

x= lim a,, oder auch a, — x (n — ).
n—oo

Die Menge der reellen Folgen RY wird zu einem reellen Vektorraum, wenn man die Addition und Ska-
larmultiplikation der Folgen a und b gliedweise definiert, also

(a+Xb)(n) =a(n)+ Ab(n) eR, neN
fiir a,b € RY und X € R setzt.

Beispiel 6. Die Folge f, welche durch
1
p = —
n

definiert ist, konvergiert gegen 0: Wenn U eine beliebige Umgebung von 0 ist, so gibt es ein € > 0 sodass
B.(0) C U. Nach Lemma 5 gibt es ein N € N sodass % < e gilt. Fiir n > N ist aber 0 < a,, < ay < &, also
an € B:(0); somit konvergiert a,, gegen 0.

LEMMA 27. Die Folge (a,)52, konvergiert gegen x € R genau dann, wenn fiir jedes € > 0 ein N € N
existiert sodass ap, € B:(x), oder mit anderen Worten |a, — x| < e, firn > N gilt.

BEWEIS. Da B.(z) € N(z) gilt, ist die Bedingung des Lemmas im Falle der Konvergenz auf jeden Fall
erfiillt. Ist auf der anderen Seite die Bedingung des Lemmas erfiillt, und U € N(z), so gibt es nach der
Definition einer Umgebung ein € > 0 fiir welches Bc(x) C U ist. Nach der gegebenen Bedingung gibt es ein

N € N gibt, sodass fiir n > N beliebig a,, € B:(z) C U gilt; also ist lim,,_, a, = x. O
Um Aussagen iiber Folgen wie
n?+2n+1
ap = —————
3n? -1

(diese Folge konvergiert gegen 1/3) zu machen, ist es von Vorteil, von unserem Wissen iiber das Konver-
genzverhalten von 1/n auszugehen und eine gewisse Vertréglichkeit der Konvergenz mit den Operationen
der Addition und Multiplikation zu benutzen. Wir beginnen unsere Betrachtungen mit der Addition und
Skalarmultiplikation.

LEMMA 28. Seien x,y,\ € R und U € N'(x+ \y). Dann gibt es ein V € N (z) und ein W € N(y) sodass
V+ AW CU ist.

BEWEIS. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass A # 0 ist (die Behauptung ist
sonst trivial). Es gibt ein € > 0 mit B.(x + A\y) C U. Wir behaupten, dass mit

€ €
532 - 57 53} - Ma
Bs, (x)+ABs, (y) C Be(z+My) gilt, und damit die Behauptung des Lemmas fiir V' := Bs, () und W := Bs,_ (y)
gilt.
Sei also p € Bs, (z) und ¢q € B, (y), dann ist
(P +2q) = (& + Xy)| = |(p — 2) + Mg — y)|
<Ip—=[+[Alg -yl
£

13
<S4
=5 Mg

g,

also p+ A\g € Be(x + \y) C U. O



SATZ 1. Seien (a,)5%; und (b,)S2, konvergente Folgen, A € R. Dann ist auch (a, +A\by,)22, konvergent,
und es gilt

lim (a, + Ab,) = lim a, + A lim b,.
n— o0 n—o00 n—o0

BEWEIS. Wir schreiben x = lim,, .~ a, und y = lim,,_,o b,. Sei U eine Umgebung von x + Ay. Nach
Lemma 28 gibt es eine Umgebung V' von z und eine Umgebung W von y sodass V + AW C U gilt. Da
a, fir n — oo gegen = konvergiert, gibt es ein N, sodass a, € V fiir n > N, gilt; da b, fir n — oo
gegen y konvergiert, gibt es ein N, sodass b, € W fir n > N, gilt. Ist also n > N := max(N,, Ny), so
ist ap, + Ab, € V+ AW C U. Damit ist gezeigt, dass a,, + \b,, fiir n — oo gegen = + Ay konvergiert, wie
behauptet. O

Um die Multiplikation zu behandeln, fiihren wir in Anlehnung an unsere Schreibweise fiir die Summe
von Umgebungen fiir beliebige Mengen S, T C R die Menge
ST ={st: s S,teT}

ein. Ist S C R\ {0}, so definieren wir
St ={st:5¢c 8}

LEMMA 29. Seien z,y € R, und U € N(zy). Dann gibt es Umgebungen V € N (z) und W € N(y)
sodass VW C U gilt.

BEwEIs. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, Es gibt ein ¢ > 0, sodass B.(zy) C U
gilt. Da
Ipg — zy| = [pq — py + py — zy|

< |Ipllg =yl + |p — ||yl
konnen wir

. 9 IS
oo =min (T )+ 8= ae
wiéhlen um fiir p € Bs, () und ¢ € Bs, (y) wie folgt abzuschétzen:
lpg — zy| = [pq — py + py — zy|
< Ipllg =yl + lp — zllyl
< Ipldy + dayl

g
< (2l + )5

3
_|_
(lzl +1) ~ 2max(Jy[, 1

also ist Bs,(z)Bs,(y) C B:(wry) und die Behauptung des Lemmas mit V' = Bs, (z) und W = Bs, (y)
erfiillt. ]

lyl <&
)

SATZ 2. Seien (an)5, und (by)o2, konvergente Folgen. Dann ist auch (anbn)5e, konvergent, und es
gilt

lim (apb,) = lim a, lim b,.
n— oo n—oo n—oo

BEwWEIS. Wir schreiben z = lim,_ ., a, und y = lim,_ .o b,. Sei U eine Umgebung von zy. Nach
Lemma 29 gibt es eine Umgebung V von x und eine Umgebung W von y sodass VW C U gilt. Da a,
fir n — oo gegen x konvergiert, gibt es ein N, sodass a, € V fir n > N, gilt; da b, fir n — oo gegen
y konvergiert, gibt es ein N, sodass b, € W fiir n > N, gilt. Ist also n > N := max(N,, N,), so ist
anby, € VW C U. Damit ist gezeigt, dass a,b,, fiir n — oo gegen zy konvergiert, wie behauptet. |

Dem Leser wird aufgefallen sein, dass der Beweis von Theorem 2 aus Lemma 29 wortgleich wie der
Beweis von Theorem 1 aus Lemma 28 gefiihrt wurde. Die Bedingung, die dahinter steckt, verlangt deswegen
danach, ihre allgemeine Formulierung in der Form der Stetigkeit zu finden. Bevor wir dies tun, wollen wir
noch die Konvergenz von a,,* untersuchen.

LEMMA 30. Sei z € R mit x # 0, und U € N(x71). Dann gibt es eine Umgebung V € N(x) mit
v-lcUu.
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BEWEIS. Es gibt ein ¢ > 0, sodass B:(z~1) C U. Wir setzen unsere iibliche Abschéitzung mit
’ 1 1

p x

T —p
|z —pl
Y

an und wihlen §,; = min (%‘, 8@) um so fiir p € Bs, (z) zunéchst nach Lemma 19

M> —pl > _
5 > |z —p| > |z] - |pl,

also |p| > ‘;C—l abzuschétzen. Damit ist nun fiir p € Bs, (z)
’ 1 1

z—p
_ |z —pl
|zp|
26,
= 2

:87

also p~! € B.(z7!) und die Folgerung des Lemmas mit V = B;, () erfiillt. O

SATZ 3. Sei (a,)22, eine konvergente Folge mit lim,, o a, ! = x # 0. Dann gibt es ein k € N sodass
an # 0 fiirmn > k ist, und es gilt
1

lim a ! _—.
lim,, o an

n+k =

BEWEIS. Da x # 0 ist, kénnen wir durch B .| (z) eine Umgebung von x definieren. Da a,, fiir n — oo

gegen x konvergiert, gibt es ein k sodass a,, € B% (z) fiir k > n ist. Damit ist I—;‘ > lan — x| > |z|] — |an),

also |a,| > % > 0 fiir n > k.

Sei nun U eine beliebige Umgebung von z~!. Nach Lemma 30 gibt es eine Umgebung V von z mit
V-1 c U, und da a, fiir n — oo gegen z konvergiert, gibt es ein N € N sodass a,, € V fiir alle n > N ist.
Es folgt wieder, dass a;; ! € U fiir n > N ist, also lim, o apyr = 275 O

Wir kénnen nun zu unserem Beispiel von vorher zuriickkehren und wie folgt rechnen:

o on?42m+1 . 1424 L
lim ———— = lim niln
n— 00 3n2 -1 n— o0 3—F

. 2 1 1
1+ 1limy o0 & + limp 00 52
1
3— 3
1+ 21l L4l Ly 1
+2Imy 00 ™ + im0 7 Mn oo 3

: BT 1
3 —limy, 00 o limy, 00 o

Zu beachten ist bei Rechnungen wie dieser immer, dass die Rechtfertigung der Gleichheitszeichen durch
Anwendungen von Theorem 1, Theorem 2, und Theorem 3 erfolgt.

Definition 6. Ein Punkt x € R ist ein Hiufungswert der Folge (ay,)nen, wenn fiir jede Umgebung U € N (x)
die Menge {n € N: a,, € U} unendlich ist.

Beispiel 7. 1 und —1 sind Haufungswerte der Folge
1
"= —_1)" -
= (1"
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Wir zeigen die Behauptung fiir 1; #ihnliche Uberlegungen zeigen, dass auch —1 ein Haufungswert von (@n)nen
ist. Wenn U eine Umgebung von 1 ist, so gibt es ein € > 0 sodass B.(1) C U gilt. Nach Lemma 5 gibt es ein
N € N mit 1/N < e. Damit ist fiir alle k¥ € N mit 2k > N

1

1 1
ST PRSIl N
jaze — 1] = | (=1)7 + % =N S

2% &

also agr, € B:(1).

LEMMA 31. z € R ist ein Hiufungswert von (an)nen genau dann, wenn fir jedes € > 0 und jedes N € N
ein n € N existiert sodass n > N und |a, — x| < € gilt.

BEWEIS. Sei zunéchst © ein Hiufungswert von (ay,)nen, und € > 0 sowie N € N gegeben. Da B.(x) eine
Umgebung von z ist, ist X = {k € N: a3 € B:(z)} unendlich. Damit gibt es ein n € X mit n > N, und fiir
dieses n ist a,, € B.(x), also ist |a, — 2| < e.

Wenn andererseits die Bedingung des Lemmas erfiillt ist, und U eine beliebige Umgebung von z ist,
so gibt es ein € > 0 sodass B:(z) C U ist. Wir zeigen, dass {k € N: a;, € U} unendlich ist, indem wir
zeigen, dass X = {k € N: a;, € B:(z)} eine strikt monotone Folge (k¢)een enthilt, also unendlich ist. Dazu
wenden wir die Bedingung des Lemmas fiir N = 1 an und erhalten ein k1 mit |ag, — 2| < &, also k1 € X.
Angenommen, wir haben bereits k; € X gefunden, so gibt uns die Bedingung des Lemmas ein kg1 > k¢ + 1
mit |ax,,, — x| < €, also kgy1 € X. Offensichtlich ist die so konstruierte Folge (k¢)sen strikt monoton wie
behauptet. O

Im Beweis des obigen Lemmas wurde fast eine Folge konstruiert, die ein “Teil” der gegebenen Folge
(an)nen ist und gegen den Hiaufungswert x konvergiert-wenn man das € im zweiten Teil des Beweises nicht
fix hélt, sondern immer kleiner (z.B. als 1/¢)wihlt, sollten die so konstruierten ag, fir £ — oo gegen z
konvergieren. Um diese Beobachtung zu prézisieren, benotigen wir den Begriff der Teilfolge.

Definition 7. Eine Folge (bs)scn ist eine Teilfolge der Folge (a,)nen, wenn es eine strikt monoton wachsende
Folge (n¢)sen natiirlicher Zahlen (d.h. ny € Nund ny < ngy; fiir alle £ € N), sodass by = a,, ist. Die Teilfolge
(be)een lésst sich also als (an, )een schreiben.

Bevor wir uns der vorher besprochenen Charakterisierung von Haufungswerten durch Grenzwerte konver-
genter Teilfolgen zuwenden, wollen wir ein kleines Lemma iiber Teilfolgen konvergenter Folgen formulieren.

LEMMA 32. Sei (ap)nen eine konvergente Folge. Dann gilt fir jede Teilfolge (an,)een von (an)nen, dass
(an, )een auch konvergent ist, und es gilt limy_, oo apn, = lim, o0 @y

BEWEIS. Sei z = lim, o @, und € > 0. Dann gibt es ein N € N sodass |a,, — z| < € fiir alle n > N;
da ny strikt monoton steigend ist, also insbesondere n, > /¢ fiir alle ¢ gilt, ist fir £ > N |a,, — 2| < e. Also
konvergiert, wie behauptet, auch a,, — a(n — o). O

Beispiel 8. Sei k € N, dann ist durch n, = k* eine strikt monotone Folge natiirlicher Zahlen definiert. Da
wir schon wissen, dass 1/n — 0(n — c0), folgt aus Lemma 32, dass

7 0, (£— o0).
SATZ 4. Sei (apn)nen eine Folge. Dann ist ein Punkt x € R genau dann ein Hiufungswert von (an)nen,
wenn es eine Teilfolge (an,)een von (an)nen gibt, welche gegen x konvergiert.

BEWwEIS. Wir wenden die Charakterisierung des Haufungswerts « in Lemma 31 an, um induktiv eine
Teilfolge (an,)een zu konstruieren. Dazu wihlen wir nqy > 1, sodass |a,, — x| < 1 ist. Angenommen, wir
haben bereits ny_; gewiihlt, so wenden wir nun Lemma 31 mit N =mny_; + 1 und ¢ = 1/¢ an und erhalten
ein ny fiir welches

1
‘anz —.13‘ <3

14

ist.
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Wir behaupten nun, dass die Teilfolge a,, gegen z konvergiert. Sei dazu € > 0 beliebig, und N € N mit
1/N < e gewihlt. Ist nun £ > N, so folgt

! <

— <e

N k)

also gilt a,, — x fiir £ — oc. O

1
|ane_x|<2§

3.2. Monotone Folgen. Eine Folge (a,)nen ist monoton steigend, wenn a,, < a4 fiir alle n € N ist;
sie ist strikt monoton steigend, wenn a, < a,; fiir alle n € N ist. Eine Folge (a,)nen ist monoton fallend,
wenn a, > an41 fiir alle n € N ist; sie ist strikt monoton fallend, wenn a,, > a4 fiir alle n € N ist.

Wir sagen, die Folge (ay,)nen ist beschrinkt, wenn die Menge {a,: n € N} (d.h. die Menge der Folgen-
glieder) beschrénkt ist.

SATZ 5. Sei (an)nen eine beschrinkte Folge. Wenn (an)nen monoton steigend ist, dann ist a,, konvergent,
und es gilt
lim a, =sup{a,: n € N}.
n—roo

Wenn (an)nen monoton fallend ist, dann ist a,, konvergent, und es gilt

lim a, = inf{a,: n € N}.

n—oo

Es ist im folgenden einfacher,

sup a,, := sup{a,: n € N}
neN

zu schreiben.

BEWEIS. Wir behandeln zunéchst den Fall, dass (a,)neny monoton steigend ist. Sei e > 0, und A :=
Sup,,en @n- Nach der Definition des Supremums gibt es ein N € N sodass ay > A —¢. Ist nun n > N, so ist

la, —Al=A—a, < A—ay <e.

Es folgt, dass lim,,_,o, a,, = A ist.
Ist (an)nen monoton fallend, so ist (—ay,)neny monoton steigend (und ebenfalls beschrinkt). Nach dem
ersten Teil ist (—ay,)nen also konvergent, mit

lim (—a,) = sup(—a,) = — inf a,.
n~>oo( n) neg( n) neN "
Nach Theorem 1 ist also auch a,, konvergent, und lim,,_, , a,, = inf,, ey an,. O

Ist a, eine beschrinkte Folge, so ist die Folge

b, = supay
L>n

monoton fallend, und nach Theorem 5 konvergent. Der Grenzwert

lim b, = lim supa, =: limsup a,
l— 00 l— 00 <n n— 00

wird als der limes superior von a,, bezeichnet. Der Grenzwert der monoton steigenden Folge

cp = inf ay
>n

wird dementsprechend als limes inferior von (an)nen, in Zeichen

liminf a,, := lim inf a,.
n—oo L—00l<n
LEMMA 33. Sei (an)nen eine beschrinkte Folge. Dann ist A = limsup,,_, ., a, genau dann, wenn fir
jedes € > 0 die Menge {n: a, > A+ e} endlich und die Menge {n: a, > A — e} unendlich ist. Weiters gilt
B = liminf, o a, genau dann, wenn fir jedes e > 0 die Menge {n: a, < B — ¢} endlich und die Menge
{n: a, < B+ e} unendlich ist.

17



BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass die Bedingung des Lemmas fiir A = limsup,,_, ., @, erfillt ist. Sei
also € > 0 beliebig. Dann gibt es ein IV € N, sodass sup,~, ar < A+ ¢ wenn k£ > N ist. Damit ist fiir alle n
mit a, > A + ¢ die Ungleichung n < N erfiillt. Weiters ist A < sup,s,, a fiir jedes k. Wir kénnen deswegen
eine monotone Folge ny mit a,, > A — ¢ wie folgt konstruieren: Da A — & < sup,s a¢ ist, gibt es ein n; mit
A—¢ < ayp,. Angenommmen, wir haben ni,...,ng_1 mit a,; > A—¢ fiir j =1, ...k — 1 bereits konstruiert,
so gibt es wegen

A—e< sup ay
£2>ng 141
ein n; > ng_1 mit a,, > A — . Damit enthilt die Menge {n: a, > A — ¢} die monotone Folge n; und ist
damit unendlich.

Die Behauptung tiber den limes inferior folgt durch Anwendung des ersten Teil des Beweises auf die

Folge (—an)nen- O

SATZ 6. Sei (an)nen eine beschrinkte Folge. Dann sind limsup,,_, . a, und liminf,, . a,, Hiufungswerte
von (an)nen, und fir jeden Héiufungswert x von (ap)nen gilt

liminf a,, <z < limsup a,.
n—oo n—o00

ay, ist konvergent genaw dann, wenn liminf,_, a, = limsup,,_, . an.

BEWEIS. Sei A := limsup,,_, ., an, und U € N(A) eine Umgebung von A. Wir wihlen ein € > 0 mit
B.(A) = (A—¢,A+¢) C U. Nach Lemma 33 ist die Menge {n: a, > A — ¢} unendlich, die Menge
{n: a, > A+ce} aber endlich; damit ist die Menge {n: a,, € B} unendlich, und damit A ein Hiufungspunkt
von (an)nen. Ganz analog zeigt man, dass B := liminf,,_, o a, ein Hiufungswert von (an)nen ist.

Sei nun z € R. Wenn z > A, so ist nach Lemma 33, angewendet auf e = 252 die Menge {n: a,, > A+¢}
endlich. Da B.(z) C (A + ¢, 00), ist also auch die Menge {n: a,, € B.(x)} endlich, also = kein Haufungswert
von (ap)nen. Ganz analog zeigt man, dass ein x < B kein Haufungswert von (a,)nen sein kann. Es folgt,
dass jeder Haufungswert x die Ungleichung B < z < A erfiillt.

]

Beispiel 9. Fiir ein beliebiges r € Q haben wir, fiir nichtnegatives y, bereits die Potenz y" definiert. in den
Ubungen haben wir das Wachstumsverhalten der Funktion r +— y” untersucht-diese Funktion ist monoton
wachsend, wenn y > 1 ist, konstant, wenn y = 1 oder y = 0, und monoton fallend fiir 0 < y < 1. Wir kénnen
nun fiir ein beliebiges o € R eine monotone Folge (r,,)nen wihlen, welche lim, o, r,, = « erfiillt. Die Folge
(Y™ )nen ist nun monoton und beschrénkt, und wir definieren

y* = lim y™.

n—oo

Tatséchlich ist dieser Grenzwert von der Wahl der Folge r,, unabhéngig, wir werden dieses Faktum aber jetzt
noch nicht beweisen.

3.3. Der Satz von Bolzano-Weierstrass. Wir werden nun die Beziehung zwischen Folgen und den
topologischen Begriffen aus Unterabschnitt 2.2 herstellen. Unsere ersten zwei Resultate stellen die Beziehun-
gen zwischen Grenzwerten und Haufungspunkten klar. Wenn X C R eine beliebige Teilmenge von R ist, so
sagen wir, (z;);en ist eine Folge in X, wenn z; € X fur alle j € N gilt.

LEMMA 34. Sei X C R, und p ein Hiufungspunkt von X. Dann gibt es eine konvergente Folge (x,,)nen
in X mat limg, o0 T, = p.

BEWEIS. Da p ein Hiufungspunkt von X ist, ist fiir jedes n € N die Menge X N (B1(p) \ {p}) nicht
leer. Wir konstruieren uns eine Folge (z;);en, indem wir fiir jedes j € Nein z; € X N (B1 Zp) \ {p} wihlen.
Diese Folge konvergiert gegen p: Wenn U € N (p) eine beliebige Umgebung von p ist, so ]gibt esein N € N
mitB%(p)CU.FﬁerNistdannzjEB%(p)CB%(p)CU. O

Eine Folge (2, )nen heisst schliesslich konstant, wenn es ein N € N gibt sodass z; = xy, fiir alle j,k > N
gilt.
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LEMMA 35. Sei (zp)nen eine konvergente Folge, welche nicht schliesslich konstant ist. Dann ist p =
limy, o0 T, €in Haufungspunkt von X.

BEWEIS. Sei U € N (p) eine beliebige Umgebung. Da p = lim,,_, oo Ty, gibt es ein N € N, sodass z,, € U
fiir alle n > N gilt. Da (z,,)nen nicht schliesslich konstant ist, gibt es ein n > N mit z,, # p. Also ist
xn € XN(U\{p}), also X N(U\{p}) # 0. Da U beliebig war, folgt, dass p ein Hiufungspunkt von X ist. O

Wir koénnen damit den Abschluss X von X C R (die kleinste abgeschlossene Teilmenge von R, welche
X enthélt) auch mit Hilfe von Grenzwerten von Folgen in X beschreiben. X besteht aus allen Grenzwerten
von konvergenten Folgen in X beziehungsweise aus allen Hiufungspunkten von Folgen in X.

PROPOSITION 2. Sei X C R, dann gilt

n— oo

X = { lim 2, : (xn)nen ist eine konvergente Folge in X}

und

X = {x: x ist eine Haufungswert einer Folge (zy)nen in X}

BEWEIS. X besteht nach Lemma 25 aus X und allen Haufungspunkten von X. Ist nun p € X, so
konvergiert die konstante Folge (p)nen (welche nun eine Folge in X ist) gegen p, also tritt jedes p € X als
Grenzwert einer Folge in X auf. Ist p ein Haufungspunkt von X, so ist p ein Grenzwert einer konvergenten
Folge in X nach Lemma 34.

Sei nun (x,, )nen eine konvergente Folge in X. Wenn (z,,),en schliesslich konstant ist, so ist lim,, 00 2, €
X ist (x5, )nen nicht schliesslich konstant, so ist lim,,_,~ ©, ein Hiufungspunkt von X nach Lemma 35.

Um die zweite Gleichheit zu zeigen, wenden wir Theorem 4 an, und die soeben gezeigte Gleichheit. [

Wir werden nun eine wichtige Eigenschaft von Teilmengen von R kennenlernen, die Kompaktheit. Wir
beginnen mit dem folgenden Satz:

SATZ 7 (Satz von Bolzano-Weierstrass). Sei X C R, dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:
(K1) X ist beschrinkt und abgeschlossen.
(K2) Jede Folge (xpn)nen in X besitzt eine konvergente Teilfolge (xn, )ren mit limy_soo p, € X.

Bemerkung 1. Die Bedingung (K2) nennen wir Folgenkompaktheit: X ist folgenkompakt, wenn es die
Bedingung (K2) erfiillt.

BeEwEss. ((K1)=(K2)): Sei (rn)nen eine Folge in X. Da X beschrinkt ist, besitzt (2,)nen einen
Haufungswert = (Theorem 6); damit besitzt (z,)nen eine Teilfolge (z,, )reny mit limg oo z,, = x (Theo-
rem 4), und nach Proposition 2 ist © € X. ((K2)=(K1)): Wenn X nicht beschriinkt ist, so gibt es fiir
jedes n € N ein z, € X mit |z,| > n. Die Folge (2,)nen ist eine unbeschrinkte Folge in X, jede ihrer
Teilfolgen ist auch unbeschréinkt, und damit nicht konvergent. Wenn X nicht abgeschlossen ist, so gibt es
einen Haufungspunkt p von X mit p ¢ X. Nach Proposition 2 gibt es eine konvergente Folge (z,)nen
in X mit lim,,_,cc ©, = p. Dann ist aber jede Teilfolge (zy, )ken konvergent (Lemma 32), mit Grenzwert
limg_yoo Tn, =0 € X. O

Wir wollen noch eine weitere Eigenschaft einfiihren, die zu (K1) und (K2) dquivalent ist. Wir nennen
eine Familie (U;);ecs, U; C R, (wo J eine beliebige Indexmenge ist) eine offene Uberdeckung von X, wenn
fiir jedes j € J die Menge U; C R offen ist und

xclJy
JjeJ
gilt. (Uj) e besitzt eine endliche Teiliiberdeckung, wenn es ein N € N gibt und Indizes ji,...,jn € J, sodass
schon
XCUJ‘IU"'UUJ‘
gilt.
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LEMMA 36. Sei (Uj)jes, Uj C R eine unendliche Uberdeckung von X C R. Dann gibt es eine abzéhlbare
Teiliberdeckung von (Uj)jes beinhaltet, d.h. es gibt eine Abbildung ¢: N — J gibt mit

X C U U<p(n).
neN

BEWEIS. Zum Beweis des Lemmas betrachten wir die abzahlbare Menge
B={B.(q): q,r € Q,r > 0}.
Wir behaupten, dass jede offene Menge U sich als

U=|JB (&
BeB
BcU

schreiben ldsst: Ist € U, so gibt es ein ¢ > 0 mit B.(z) C U. Wir withlen ein N € N mit 1/N < £/2; nach
Lemma 7 gibt es ein ¢ € Qmit ¢ € B (). Es folgt, dass x € B1(¢);da B1(q) € Bund By (q) C B:(x) C U,
ist = also auch in der Vereinigung auf der rechten Seite von (*).

Sei (Uj)jes also eine offene Uberdeckung von X. Wir definieren

B:{BGB:BCUjfﬁreianJ};

B ist (als Teilmenge einer abdhlbaren Menge) wieder abzihlbar. Da U = Uje U, haben wir U = Up_gB.
Wir wihlen fiir jedes B € B ein j(B) € J mit B C Uj(p), und erhalten

X C U Uj(B)-
BeB

Es folgt, dass (Uj(p)) gejz eine abzihlbare Teiliiberdeckung ist. O
Wir kénnen nun eine zweite Charakterisierung geben.

SATz 8. Sei X C R. Dann erfillt X die dquivalenten Bedingung (K1) beziehungsweise (K2) genau dann,
wenn es die folgende Bedingung erfillt:
(K3) Jede offene Uberdeckung von X enthilt eine endliche Teiliberdeckung.

BeEwEis. ((K2)=(K3)): Angenommen, es gibt eine offene Uberdeckung (U;);c; von X ohne endliche
Teiliiberdeckung. Nach Lemma 36 kénnen wir ohne Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen, dass J = N
ist. Da es keine endliche Teilitberdeckung von (U;)jen gibt, ist X \ (Ui<j<nU;) # 0 fiir jedes n € N. Wir
wihlen fir jedes n € N ein z, € X \ (Ui<j<nUj;). Die Folge (2, )nen besitzt dann keine Haufungswerte in
X: Sei p € X, dann gibt es ein N mit p € Uy; die Menge {n € N: z,, € Uy} ist endlich, da =, ¢ Uy fiir
n > N ist. Also ist p kein Haufungswert von (z,)nen-

((K3)=(K2)): Sei (x)nen eine Folge in X ohne Hiufungswerte in X. Dann gibt es fiir jedes y € X ein
e(y), sodass die Menge {z;: j € N}NB,(,)(y) endlich ist. Die Uberdeckung (B, ,)(y))yex von X enthilt keine
endliche Teiliiberdeckung (wenn Sie eine endliche Teiliiberdeckung enthalten wiirde, wire der Wertebereich
von (Zn)nen endlich; damit hitte (z,)nen einen Haufungspunkt). O

Eine nette kleine Eigenschaft von kompakten Mengen sei noch erwéihnt:

LEMMA 37. Sei K C R kompakt. Dann gibt es a,b € K mit K C [a,b]; mit anderen Worten, K besitzt
ein Minimum und ein Mazimum.

3.4. Das Cauchy-Kriterium. Wir besitzen nach wie vor kein Mittel, die Konvergenz einer Folge
festzustellen, ohne ihren Grenzwert zu kennen.

Sei (zn)nen eine konvergente Folge, © = lim,, oo . Sei U € N(0); dann gibt es nach Lemma 28 eine
Umgebung V' € N (x) mit der Eigenschaft, dass V —V C U ist. Sei N so gross gewéhlt, dass z,, € V fiir alle
n > N gilt. Sind dann k,¢ > N, so ist

r,—xp €V -V CU.

Wir nennen Folgen mit dieser Eigenschaft Cauchyfolgen:
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Definition 8. Sei (2, )nen eine Folge. Wir sagen, (z,,)nen ist eine Cauchyfolge (oder auch einfach, (2, )nen
ist Cauchy), wenn fiir jede Umgebung U € N (0) ein N € N existiert, sodass zy — xp € U fiir alle k,£ > N
ist.

Wir haben soeben gezeigt, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist. Der grosse Vorteil von
Cauchyfolgen ist es, dass man nur die Folge kennen muss, um festzustellen, ob sie eine Cauchyfolge ist. Die
Cauchy-Eigenschaft liefert aber Konvergenz der Folge:

SATZ 9. Sei (xn)nen eine Cauchfolge. Dann ist (x,)nen konvergent.

BEWEIS. (Zn)nen ist beschrinkt: Es gibt ein N € N sodass zp — x, € B1(0) fiir alle k,£ > N ist.
Insbesondere ist |zy — zy| < 1 fiir alle K > N, also nach Lemma 19 |zi| < 1+ |zy| fur alle £ > N. Das
heisst, M = max{|z1|,...,|zn-1],1+ |zn|} ist eine Schranke fiir {z;: j € N}.

Da (z,,)nen beschrinkt ist, gibt es einen Haufungswert p von (z,)nen (Theorem 6). Wir behaupten, dass
lim;,— 00 &, = p gilt. Da p ein Haufungswert von (z,,)nen ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (z,, )ren von
(mn)nEN mit limg Tny, = D-

Sei nun V eine beliebige Umgebung von p. Wir withlen eine Umgebung U € N(0) und eine Umgebung
W e N(p) mit U+ W C V. Es gibt ein N € N mit 2 — 2, € U fiir k,£ > N, und ein K € N mit z,,, € W
fir alle j > K. Ist nun £ > N, und n; > N, so ist xx = 2 — @y, + T, € V + W C U; also konvergiert
(Tn)nen gegen p. O

Eine weitere Umformulierung ist manchmal hilfreich. Unter einer Nullfolge verstehen wir eine konvergente
Folge, die gegen 0 konvergiert.

OROLLAR 1. Sei (zn)nen eine Folge. Dann konvergiert (z,)nen genau dann, wenn es eine Nullfolge
(€n)nen gibt, sodass
|z, — x| < en

fir alle k, £ > n, fir alle n € N gilt.

BEWEIS. (<) Sei U € N(0). Dann gibt es ein € > 0 sodass B.(0) C U ist; nachdem lim, o, = 0,
gibt es ein N € N mit &,, € B.(0) fiir alle n > N, also gilt 0 < &,, < ¢ fiir alle n > N. Nach Vorraussetzung
ist nun |z — 24| < e, fir alle k,£ > n; es folgt 2, —xp € B:(0) C U fiir alle k,¢ > N. Es folgt, dass (z,)nen
eine Cauchyfolge ist, also konvergent nach Theorem 9.

(=) Wenn (zp,)nen konvergiert, so ist (zy)nen eine Cauchyfolge nach Theorem 9. Wir betrachten die
Folge

En = Sup{|xk - .’ﬂg|: k7€ > TL},
und behaupten, dass lim,, o €, = 0. Sei dazu U € N(0). Es gibt ein € > 0 mit B.(0) C U. Da (z,)nen
eine Cauchyfolge ist, gibt es ein N € N mit xp — 2y € B.(0) fiir alle k,£ > N, oder |z, — x| < ¢ fiir alle
k,¢ > N. Es folgt, dass €, = sup{|zr — z¢|: k,£ > n} < e < 2¢. Es folgt &, € Bo.(0) C U fiir alle n > N.
Wir schliessen, dass lim,, .. €, = 0. ([l

3.5. Reihen. Sei (ag)ren eine Folge. Wir betrachten die Folge der Partialsummen

n
Sn = E Ak,
k=1

also die Folge (S, )nen. Ist die Folge der Partialsummen gegeben, so erhélt man die Folge a, durch a, =
Sn — Sp_1, fir n € N, wo wir Sy = 0 setzen.

Definition 9. Wir nennen die Folge der Partialsummen die Reihe, die zu (ax)ren gehort, oder auch die aus
(ak)ken gebildete Reihe. Wir sagen, die Reihe Y77 | ai, konvergiert, wenn die Folge (S,,)nen konvergiert. In
diesem Fall schreiben wir

(o9}
Zak = lim S,.
n—oo
k=1
Wir nennen die a,, die Glieder der Reihe.
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Oft ist es so, dass die Indexmenge einer Folge (bzw. einer Reihe) sich nicht {iber N = {1,2, ...} erstreckt,
sondern iiber Ng = {0,1,2,...}, oder iiber {n € Z: n > k} fir ein k € Z. Wir schreiben fiir solche
Folgen/Reihen entsprechend (ay)n>k und verstehen darunter die Abbildung ¢: N — R welche durch ¢(n) =
Gn+k—1 gegeben ist.

Beispiel 10. Die aus einer geometrischen Folge (¢™),>0 gebildete Reihe nennt man geometrische Reihe. Fiir
ihre Partialsummen gilt

n
) 1— qn-i—l
_ J — _
Qn = Z ¢ =1
Jj=0
Ist nun |g| < 1, so gilt lim,_,+ ¢"" = 0; also konvergiert in diesem Fall die geometrische Reihe, und es gilt

EOO J — lim 1-q"" _ 1
£ q n—oo 1 —gq 1—q
=0

Die Glieder einer konvergenten Reihe werden klein:

LEMMA 38. Sei (an)nen eine Folge. Wenn die Reihe Y~ | ay, konvergiert, so ist die Folge (an)nen eine
Nullfolge.

BEWEIS. Sei U eine beliebige Umgebung von 0. Nach Definition konvergiert die Folge der Partialsummen

n
Sn = E Ak,
k=1

ist also insbesondere nach Theorem 9 eine Cauchyfolge; es gibt also ein N € N mit Sy — Sy € U fiir alle
k,¢ > N. Setzen wir nun £k = n und £ = n — 1 mit einem n > N + 1 so folgt a,, = S, — Sp—1 € U fiir alle
n > N + 1; also ist (a,)nen eine Nullfolge. |

Eine Nullfolge zu sein ist nicht ausreichend fiir die Konvergenz der zugehérigen Reihe.
Beispiel 11. Wir betrachten nun die harmonische Reihe, deren Glieder durch die Folge 1/n gegeben sind.
Die harmonische Reihe konvergiert nicht: Wenn wir eine Partialsumme

n

1 11 1 11 1
H”:Z}:1+§+§+1++3+6+'”+ﬁ’

J=1

wo n = 251 fiir ein k € N ist betrachten, so sehen wir, dass

1.1
>
2= 2
1+1>21_1
3 4=74 2
1+1+1+1>41_1
5 6 7 878 2
k+1 k+1
5 loos Lo 1 1
3— 9k+1 — % 9k+tl — 9
j=2F41 j=2k41

Es folgt, dass Har1 > 14 2F1 ist.

Einen Spezialfall bilden alternierende Reihen, deren Glieder eine monotone Nullfolge bilden:

SATZ 10. Sei (a;)jen eine monotone Nullfolge. Dann konvergiert die Reihe
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BEwEIs. Wir betrachten die Folge der Partialsummen mit geraden Indizes und die Folge der Partial-
summen mit ungeraden Indizes:

2k

Gr =) (1) a;
Jj=1
2k—1

Up=Y_ (-1)""a;.
j=1

Die Folge (G)ken ist monoton wachsend, da
Grr1 = Gk + agpy1 — agi2 > Gy,

und die Folge (a;)jen als monoton fallend angenommen war. Die Folge (Uy)ken ist aus demselben Grund
monoton fallend, da
Uky1 = U — azpy2 + agpy1 < Uy.
Weiters ist Uy, = Gg_1 + ask—1 > Gr_1, und G = Uy — agr < Uy, also auch Uy > G1 und Gy < U;. Die
Folgen (Gi)ren und (Ug)ren stellen sich damit als beschrénkt heraus, und nach Theorem 5 konvergent. Da
(Gr, — Ug) = aag, ist limg_y00 (G — Ux) = limg—y 00 agg, = 0, also limg_yo0 Gi = limg—y 00 Uy =:.
Die Folge der Partialsummen (Sy,),en, WO

Sn = Z(—l)j_laj
j=1
ist damit auch konvergent, mit Grenzwert L, da sie durch Mischung der Folgen Uy und G, entsteht. O

3.6. Reihen mit positiven Gliedern und absolute Konvergenz. Ist (a;);en cine Folge mit po-
sitiven Gliedern, so konvergiert die Reihe Zj’;l a; nach dem Monotoniekriterium Theorem 5 genau dann,
wenn es eine Konstante M > 0 gibt, sodass

iaj S M7
j=1

fiir alle n € N, gilt. Wenn eine Reihe mit positiven Gliedern (a;),en konvergiert, so schreiben wir

oo
E a; < o0
Jj=1

falls die Reihe nicht konvergiert, schreiben wir dementsprechend

[e%S)
E aj = Q.
j=1

Definition 10. Sei (a,)nen eine Folge. Wir sagen, die Reihe Z;’;l a,, konvergiert absolut, wenn

o0
Z lan| < 0.
n=1

SATZ 11. Sei (ap)nen eine Folge. Wenn Zjoi1 a; absolut konvergiert, so konvergiert Z;’;l aj.

BeEwEILs. Wir zeigen, dass die Folge der Partialsummen

n
Sn: E Q;
j=1

eine Cauchyfolge ist; eine Anwendung von Theorem 9 liefert dann die Behauptung. Die Folge der Partial-
summen der Reihe der Absolutbetrige bezeichnen wir mit

n

An = lag|.

j=1
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Sei U € N(0), und ¢ > 0 mit B:(0) C U gewihlt. Da 3372, |a;| < oo ist, gibt es ein N € N sodass
A — Ay € B:(0) fiir alle £,k > N ist, also fiir £ > k > N die Ungleichung

4

L k 4 k
S ail = lagl =D lajl = > lagl = > lajl| = [Ae — Ax| <&
j=1 j=1 j=1 j=1

j=k+1
erfiillt ist.
Es folgt
¢ ¢
1Sk=Sel = | > ai| < Y oyl <,
j=k+1 j=k+1
fiir alle £ > k > N, also S, — Sy € B:(0) C U fiir alle k,¢ > N. O

Beispiel 12. Die Reihe 327, (—1)/ ’1% konvergiert nach Theorem 10, konvergiert aber nicht absolut nach
Beispiel 11.

Sei nun (a;x)(;ken> eine Doppelfolge. Wir nehmen an, dass einerseits fiir jedes j € N die Reihe A; =
220:1 a; 1 konvergiert, und andererseits, dass fiir jedes k € N der Grenzwert lim;_, a;jr = ay existiert. Wir
fragen nun, unter welchen Bedingungen die Gleichung

o0 o0 o0
lim g aj L = E lim a;; = g ak
]—)OO j—>00
k=1 k=1 k=1
erfiillt ist.

SATz 12. Sei (ajx)(ryen eine positive Doppelfolge, und fiir jedes j sei die Folge (ajx)ren monoton
wachsend und konvergent, mit lim;_, o a;jr =: a. Dann gilt, dass die Reihe 21211 ax genau dann konvergiert,
wenn es ein M > 0 gibt, sodass

oo
Z ajk < M
k=1

fiir alle 7 € N gilt. In diesem Fall ist
o0 o0
li k= li k-
fim D aje =2 Jum o

BEWEIS. Wenn >~ ar < oo gilt, so gibt es ein M > 0 mit > ,_, ax < M fiir alle n € N. Dann ist

auch
n n
Zaj,k < Zak <M,
k=1 k=1

fiir alle j,n € N, und damit auch
sumpqaj, < M
fiir alle j € N.
Sei nun .7, a;, < M fiir alle j € N. Dann ist auch

zn: ajr <M
k=1

fiir alle j,n € N; nach Grenziibergang 7 — oo also

n

Zak <M,

k=1
und es folgt



Die Folge A; = Y 7~ a; ist monoton steigend, und beschrinkt, also existiert lim; A; =: A. Es bleibt
noch zu zeigen, dass A = > ;- ai. Die Ungleichung A < Y77 | ay, folgt, da A; < 377 ay fiir alle k € N
gilt. Sei nun € > 0 beliebig. Es gibt ein N € N, sodass Z/Icv=1 A > D poq Qs — 5 ist. Es gibt ein J € N, sodass

ajk > Qi — i>J, k<N,

€
IN’
ist.
Es folgt, dass

Z(Z]k>za]k

oo
>Zak—;—;=kz:ak—€,
=1

fiir alle j € N mit j > J gilt; nach Grenziibergang j — oo also A > Y7 | a; — . Nachdem £ > 0 beliebig
war, folgt A > Y77 | ai, und damit die gewiinschte Gleichheit A =72 | ax. O

3.7. Rechnen mit Reihen. Wenn (a;);en und (b;);en Folgen sind, und die daraus gebildeten Reihen
konvergieren, so konvergiert wegen

n

> (aj + b)) = Zaj +A Zb

j=1
nach einer Anwendung von Theorem 1 auch die zu (a; + Ab;)jen gehorende Reihe, und es gilt

(oo}

(aj + Abj) Zaj +A Zb

=1
Um auf diese Regel verweisen zu kénnen, formulieren wir das noch einmal als

SATZ 13. Seien (a;j)jen und (bj)jen Folgen, und A € R. Wenn die Reihen

oo oo

Zaj und ij

j=1 j=1
konvergieren, so konvergiert auch
o0
> (a4 Ab)),
j=1
und es gilt
o0
> (a4 Ab)) = Zaj +A Zb
j=1

Die Multiplikation von Reihen ist leider nicht ganz so unkompliziert: Wenn man
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zu bilden versucht, erhélt man als Objekt

oo

Z ajbk;

j,k=1

wie man diesem einen Wert zuordnen kann, wissen wir (noch) nicht. Eine sinnvolle Definition ist zum Beispiel,
dass
oo

Z ajbk:L

Jok=1
ist, wenn fiir jede Umgebung U € N(L) eine endliche Menge F' C N? existiert, sodass

Z ajbk eU

(j,k)eF

fiir alle endlichen Mengen F D F gilt. Man kann allerdings auch andere gerichtete Konvergenzbegriffe
definieren. Wir umgehen dieses Problem, indem wir zunéchst spezielle Summierungen betrachten, d.h. je
endlich viele der Produkte a;b; zu gruppieren.

Ein erstes Beispiel ist die direkte Anwendung von Theorem 2: Wenn die Folgen (A, )nen und (By)nen
Partialsummen, d.h.

An:iaﬁ Bn:iblw
j=1 k=1

konvergieren, so konvergiert auch die Folge (A, B )nen; diese Folge ist die Folge der Partialsummen der
Reihe

[e%S) 14 14
Z ajbg + Z agby, — apby
=1 \j=1 k=1

Fiir viele Zwecke ist eine andere Art der Summierung zu bevorzugen.

Definition 11. Seien (a;);>0 und (bg)x>o Folgen. Das Cauchyprodukt der Reihen 372 a; und 372 by ist
die Reihe

[e%S) L [e%S)
E E a; bgfj = E E a; bk
=0 \j=0 £=0 \j+k={

SATZ 14. Seien (a;)en und (bj)jen Folgen. Wenn Zjoil a;j konvergiert und Y - | by absolut konvergiert,
so konvergiert auch das Cauchyprodukt von Z;io aj und >y bk, und es gilt

o0 4 [eS) 9]
> () - (o ) (m)
(= j=0 j=1 k=0

0

BEWEIS. Wie oben schreiben wir
n n
An:Zajv Bn:Zblm
j=0 k=0

fiir die Folgen der Partialsummen, und setzen A = limn — ccA,, B = lim,,_, B,. Da 22021 b, absolut
konvergiert und Y77, a; konvergiert, konnen wir ein M > 0 mit Y7, [bx| < M und |Z§:k a;| < M fir
alle k, ¢ € N wahlen.

Sei U € N(AB), und £ > 0 mit B.(AB) C U gewihlt. Es gibt ein N € N sodass fiir alle n > N die
Glieder der Produktfolge A, B, € B./3(AB) erfiillen, also |A, B, — AB| < ¢/2 fiir alle n > N gilt. Wenn

wir N gross genug wihlen, kénnen wir auch fiir alle &,/ > N die Abschitzung |4y — A,| < 457 fordern (da
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(An)nen konvergiert, also insbesondere eine Cauchyfolge ist). Da limg o0 by = 0 (Lemma 38), kénnen wir
ein N > 0 wihlen, sodass |by| < vz 8ilt. Wir schétzen ab:

n

L n L
S abe; | —AB| <D D ajbi—; | — AnBa|+|AnB, — AB]
£=0 \j=0 £=0 \j=0

und betrachten den ersten Summanden auf der rechten Seite der Ungleichung.

n 14 2n n
E E ajbg_j - A,LB,L = E E ajbg_j
£=0 \ j=0 l=n+1 \j=l—n

- X

k=0 j=n—k+1

n n n N
< 2w+ > Y ab
k=0 j=max(n—k+1,N+1) k=n—N+1 j=
N n n n
<2 | 1l ) D R DR 1 U I DR
k=0 j=max(n—k+1,N+1) k=n—N+1 j=n—k+1
N c n
< £ M
<> () + X Il
k=0 k=n—N-+1
3 3 3
<M-— N-1)M———— =—
s M+ W=DMas =y =5
wennnzN—i-N. O

Ein bisschen einfacher gestaltet sich die Produktbildung von Reihen, wenn tatséchlich beide Reihen
absolut konvergieren. Um die Situation zu durchleuchten, betrachten wir zunéchst das Thema der Umord-
nungen.

3.8. Reihenumordnungen.
Definition 12. Sei (a;) en eine Folge, und ¢: N — N eine bijektive Funktion. Wir nennen die Reihe
> hey @g(ky eine Umordnung der Reihe >27° ) a;.

PROPOSITION 3. Sei > 1 | agk) eine Umordnung von Z;’il a;. Wenn E;‘;l a; absolut konvergiert, so
konvergiert Zzozl ap(ky absolut, und es gilt

Z Gp(k) = Z aj.
k=1 j=1

BEwEIS. Wenn Z;’il a; absolut konvergiert, so gibt es eine Konstante M > 0, sodass
N

D lajl <M

j=1
fiir alle N € N gilt. Damit ist auch

K N
D lapawl < lagl < M,
k=1 j=1

wo wir N = max{¢(k): 1 < k < K} wihlen. Damit ist gezeigt, dass auch Y7 | a,x) absolut konvergiert.
Wir bezeichnen mit " "
Sn = Zaj7 T, = Zagp(k)
j=1 k=1
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die Partialsummen der urspriinglichen und der umgeordneten Reihe. Sei U € N(0) beliebig, und & > 0 mit
B.(0) C U gewihlt. Da Z;’il a; absolut konvergiert, gibt es ein N sodass fiir £ > m > N die Ungleichung

4
> lajl<e
j=m

gilt.
Wir betrachten die Differenz

Sn —Tn = Zaj —Za@(k).
j=1 k=1

Wenn wir n > K = max{k: ¢(k) < N} wihlen, so heben sich sémtliche Terme mit Indizes j < N in dieser
Summe auf. Die Terme mit hoheren Indizes kénnen wir wie folgt abschétzen:

m
|Sn — Thn| < Z laj] <e
j=N

wo wir m = max{p(k): k < N} (oder einfach geniigend gross) wihlen. Es folgt, dass S,, — T;, € U fiirn > K
ist, und wir schliessen, dass lim,, .. S, = lim,, o T}, ist, also

Y e =D a5
k=1 j=1
O

Eine kleine Modifikation des obigen Beweises erlaubt es uns, auch “Klammersetzungen” zu betrachten.
Dazu betrachten wir eine Funktion ¢: N — P(N), wo ¢(k) C N eine endliche Teilmenge ist, und die (p(k))ken
eine Partition von N bilden, also

J @(k) =N, und @(k) N(0) =0 falls £ £ k
keN

gilt. Wir nennen die Reihe

8

2 4
k=1 \jeo(k)

eine geklammerte Umordnung der Reihe
oo
>
j=1

PROPOSITION 4. Sei > ;- (Zjew(k) aj) eine geklammerte Umordnung von 3772, aj. Wenn 3322 a;
absolut konvergiert, so konvergiert auch

oo

D 2w

k=1 \j€p(k)

absolut, und es gilt

> w)-2w
k=1 \jeo(k) i=1

BEWEIS. Wenn Zj’;l a; absolut konvergiert, so gibt es eine Konstante M > 0, sodass

N
> ol <M
j=1
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fiir alle N € N gilt. Damit ist auch

K K N
DD @ <D0 D <yl <M,
k=1 |jep(k) k=1jep(k) J=1

WO wir

N = max U o(k)

wéhlen. Damit ist gezeigt, dass auch Z;ozl a, (k) absolut konvergiert.

Wir bezeichnen mit
n

S’n:Zaj, Tn:Z Z aj
j=1 k=1 \j€wp(k)
die Partialsummen der urspriinglichen und der geklammert umgeordneten Reihe. Sei U € A (0) beliebig, und
e > 0 mit B.(0) C U gewahlt. Da Z;’;l a; absolut konvergiert, gibt es ein N sodass fiir £ > m > N die
Ungleichung

14
> ajl<e
j=m

gilt.
Wir betrachten die Differenz

Sn — Tn = Zaj — Zaw(k).
j=1 k=1

Fiir jedes j € N gibt es ein (und nur ein) k(j) mit j € ¢(k(j)). Wenn wir

N
n> K = max | ¢(k()
<

wéhlen, so heben sich sdmtliche Terme mit Indizes j N in der Differenz S,, — T,, auf. Die Terme mit

hoheren Indizes kénnen wir wie folgt abschétzen:

m

|Sp — Tl < Z |aj| <e

=N

WO Wir
N
m = max U (k)
k=1

(oder einfach geniigend gross) wihlen. Es folgt, dass S,, — T, € U fiir n > K ist, und wir schliessen, dass

lim,, o0 Sy = lim, oo T, ist, also
o0 oo
DGty = D
k=1 j=1

O
Wir erinnern daran, dass wir eine Menge A als abzdhlbar bezeichnen, wenn es eine bijektive Abbildung
@: N = A gibt.
Definition 13. Sei A eine abzdhlbare Menge, und A — ay eine Abbildung A — R. Wir sagen, die Reihe
D> ax
AEA
konvergiert absolut, wenn es eine Konstante M gibt, sodass
Z ‘a)\| <M
AEF
fiir alle endlichen Teilmengen F' C A gilt.
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SATZ 15. Sei A eine abzdhlbare Menge, und
>
AEA

absolut konvergent. Dann gibt es eine Zahl L € R mit der Eigenschaft, dass fiir jede Abzihlung (d.h. bijektive
Abbildung) ¢: N — A
L=7 a,
j=1

gilt.
Wir bezeichnen die von der Abz#hlung unabhéngige Zahl L in Theorem 15 als
L= Z ay.
AEA

BEWEIS. Sei ©¥: N — A eine beliebige Abzéhlung von A. Die Reihe
> )
j=1

konvergiert absolut; wir bezeichnen ihren Wert mit L. Ist 1[) eine andere Abzihlung von A, so gibt es eine
bijektive Abbildung ¢: N — N mit ¢ o ¢ = 1); also geht die Reihe

> @i
k=1
aus der urspriinglichen Reihe
oo
> i)
j=1

durch Umordnung hervor. Nach Proposition 3 ist also

> =L
k=1
O

Sei nun (A,)uex eine Partition von A in endliche Teilmengen A, indiziert durch die (notwendiger-
weise wieder abzihlbare) Menge . In diesem Fall liefert derselbe Beweis wie oben, unter Anwendung von
Proposition 4, folgende Aussage:

SATZ 16. Sei

§ ax,

A€EA
und (A,)ex eine Partition von A in endliche Teilmengen A,,. Wenn

D

A€EA

absolut konvergiert, so konvergiert auch

2| 2

HEX \AEA,

absolut, und es gilt
D] =2 o
pET \XEA, AEA
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Der vorangehende Satz gilt sogar fiir beliebige Partitionen (A,)ucx, von A, d.h. man kann die Be-
schriankung auf endliche Teilmengen wegfallen lassen.

Zunéchst allerdings bemerken wir, dass wir die vorangehenden Betrachtungen auch auf die Produktreihe
zweier absolut konvergenter Reihen anwenden kénnen; die Reihe

Z ajbk
(4,k)EN?

konvergiert absolut, wenn die Reihen 2;11 aj und >~ by absolut konvergieren, und es gilt

(j,k)EN? =1 \k=

Die letzte Gleichheit folgt dabei aus Theorem 14, kann aber auch aus der bereits versprochenen Konver-
genzaussage fiir beliebige Partitionen des Indexbereichs hergeleitet werden.

D i
(4,k)EN?
eine absolut konvergente Reihe. Dann konvergiert fiir jedes k € N die Reihe

o0
E :aj,kv
j=1

PROPOSITION 5. Sei

fiir jedes 7 € N die Reihe
D>
k=1

absolut, und die Reihen

[e.°] o0

k=1 \j=1 j=1 \k=1

konvergieren absolut. Fir die Summen gilt

o0 oo oo oo
k=1 \j=1 j=1 \k=1 (j,k)EN2
BEWEIS. Da > )ene @)k absolut konvergiert, gibt es ein M > 0 mit
D lagul <M

(3,k)eF

fiir beliebige endliche Teilmengen F' C N2. Dann gilt fiir jedes k € N und fiir beliebiges N € N, dass
N

> lajk

j=1

< M.

Wir schliessen, dass die Reihe
oo
E :aj,k
Jj=1

absolut konvergiert.
Weiters gilt fiir beliebiges N € N, dass

N N
> ain] < lajal,
=1 =1
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also fiir beliebiges K € N

N K N
ZaLk SZZ|CLJ‘,]€|<M,
— ,

M=

£
Il
-
£
Il
-

<
Il
-

und nach Grenziibergang N — oo

oo K 00
a0 lagul < M.
- }

ol
Il
—
=~
Il
—

<
I
-

Es folgt, dasss

o oo
D | 2 i

k=1 \j=1
absolut konvergiert.
Wir zeigen nun noch, dass
o] o0
D | k] =2 a
k=1 j=1 AeN2

gilt. Sei dafiir eine beliebige Abzihlung ¢ — A\, von N? gegeben. Wir schreiben S = Y-, (Z aLk), und

miissen zeigen, dass
n
S = lim E ax,
n—roo
/=1

gilt. Sei also U € N(S) eine beliebige Umgebung von S. Wir wéhlen ein € > 0 mit Bs.(S) C U.

Nachdem die Reihe ), ay, absolut konvergiert, gibt es ein N € N, sodass ;" \ ., |ax,| < € fiir jedes
m > N. Wir betrachten die endliche Teilmenge Ag = {\1,...,An} C N2 und wihlen Ky € N und Jy € N so
gross, dass Ag C {1,...,Jo} x {1,..., Ko} ist.

Da 21?;1 (Z;’il aj’k) = S konvergiert, gibt es ein K; > K sodass

die Ungleichung

Kl (o]
S — Z E aj k <e
k=1 \j=1

erfiillt ist. Weiters konnen wir ein L; > Lg finden, sodass

(o) Ly c

E Gj ks — E aj i SiK , k=1,..., K3
- ; 1

J=1 Jj=1

gilt.
Somit gilt fiir n > N, dass
n K1 oo K1 oo Ly Ky Ly
S= an| SIS =3 | i | [+ D0 | Dok = D ak ||+ (DD aik - Z%
=1 k=1 \j=1 k=1 \j=1 j=1 k=1j=1
0 NS S
k=1 |j=1
< K— = 3¢,
€+ 1K1—|—5 €
also >, ar, € U fiir allen > N. O
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3.9. Das Minoranten- und das Majorantenkriterium.

SATz 17. Sei 22021 e eine absolut konvergente Reihe, mit nichtnegativen Gliedern e > 0, und (ayn)nen
eine Folge. Mit (Sp)nen bezeichnen wir die Folge der Partialsummen der Reihe, die aus der Folge (|ap|)nen
gebildet wird. Wenn es eine strikt monotone Folge (ng)ren natirlicher Zahlen und ein K € N gibt, sodass
fir k > K die Abschdtzung

MNk+1

Snk+1 - Snk = Z |an| < €k

n=ngr+1

erfiillt ist, so konvergiert die Reihe Y. | a, absolut.

Gilt insbesondere |ay| < e, so ist Y., a, absolut konvergent.

Beispiel 13. Y77 | L < oo fiir e > 0.

SATZ 18. Sei E:ozl ek eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern e, > 0, welche

o0
E Ep = OO
n=1

und (an)nen eine Folge. Wenn es ein N € N gibt, sodass fiir alle n > N

lan| > en

[eS)
n=1

erfillt ist, so konvergiert die Reihe ) an nicht absolut.

3.10. Das Wurzel- und das Quotientenkriterium.

SATZ 19. Sei (an)nen eine Folge. Wenn
limsup {/|a,| <1
n— 00

ist, so konvergiert
(oo}
D an
n=1
absolut.

BEWEIS. Wir wihlen ein ¢ mit limsup,, , ’\L/m < g < 1. Nach Definition des limsup gibt es ein
N € N sodass fiir alle n > N die Ungleichung m < g, also |a,| < ¢" erfiillt ist. Wir kénnen also
das Majorantenkriterium fiir die Reihe >~ - \ a, anwenden, da die geometrische Reihe >~ \ ¢" absolut
konvergiert, und folgern, dass die Reihe ZZ‘;I_\, a,, absolut konvergiert; damit ist aber auch die Reihe Y~ 7 | ay,
absolut konvergent. O

Bemerkung 2. Ist auf der anderen Seite limsup,,_,. ¥/|an| > 1, so gibt es unendlich viele n € N welche
|an| > 1 erfiillen; also ist die Folge der Reihenglieder keine Nullfolge, und die Reihe damit nicht konvergent.
Im Falle von limsup,_,, {/|as| = 1 ist keine Aussage moglich, wie die Beispiele > 7”1 und Y0, &
zeigen.

SATZ 20. Sei (an)nen eine Folge, mit a, # 0 fiir alle n € N. Wenn

Ap+1

lim sup <1

n—0o0

Gap
ist, so konvergiert
(o]
D an
n=1
absolut.
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4. Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen

4.1. Definitionen und einfache Eigenschaften.

Definition 14. Sei X C R, f: X — R eine Funktion, 2y € X. Wir sagen, f ist stetig im Punkt z, wenn fiir
jede Umgebung V € N(f(xg)) eine Umgebung U € N (zg) existiert sodass f(U N X) C V gilt. Wir sagen, f
ist stetig auf X, wenn f in jedem Punkt x € X stetig ist.

Definition 15. Sei ¢ € R ein Haufungspunkt von X C R, f: X — R eine Funktion, und L € R. Wir sagen,
f(zx) strebt gegen L fiir x — x, und schreiben

mli*{l%o f(x) = L7

zeX
wenn fiir jede Umgebung V' € N (L) eine Umgebung U € N (x¢) existiert sodass f(UNX \ {zo}) C V gilt.
Bemerkung 3. Zwei typische Fille fiir Grenzwerte von Funktionen treten auf, wenn man X = [a,b] be-

trachtet und den Grenzwert von f fiir x — a bzw. © — b betrachtet; in diesem Fall schreibt man

I f(z) = lm f(z)

z€[a,b]

und
lim f(z) = lim f(x)
T— r—b—
z€[a,b]

Eine dhnliche Notation wird auch oft verwendet, wenn f in einer Menge U definiert ist und a,b € U ist; in
diesem Fall schrinkt man f einfach auf X = [a,00) N U bzw. auf X = (—o00,b] N U ein und schreibt dann
lim f(z)= lim f(x)

r—a =
z€a,00)NU roat

und

lim  f(z)= lim f(x).

z—b z—b—

z€(—o00,b]NU

Bemerkung 4. Der Zusatz “z € X” erscheint zunéchst nicht notwendig, da wir ja nur von Funktionen
sprechen, welche auf X C R definiert sind. Oft ist es aber so, dass wir-wie in der obigen Bemerkung—eine
auf einer unter Umsténden grosseren Menge U definierte Funktion entlang von verschiedenen “Richtungen”
testen wollen, welche durch entsprechende Wahlen von X gegeben werden. In diesem Fall erspart die obige
Notationskonvention das Einschrianken der Funktion f auf die Menge X.

Bemerkung 5. Wenn es limxH§(0 f(z) gibt, so ist der Wert eindeutig bestimmt: Erfiillen sowohl L als auch
e

M die Definition, und ist € > 0 beliebig, so gibt es Umgebungen U € N (x¢) und V' € N (zg) sodass fiir jedes
x € UN X die Ungleichung |L — f(z)| < £/2 und fiir jedes x € V N X die Ungleichung |M — f(z)| < &/2
erfiillt ist. Da z ein Hiufungspunkt von X ist, ist die Menge X N U NV \ {zo} # 0; wir konnen daher ein
x € XNUNV\{zo} wihlen und wie folgt abschétzen:

IL - M| <|L— f(x)]+]f(z) - M| <e.
Nachdem ¢ > 0 beliebig war, folt L = M.

SATz 21. Sei f: X — R eine Funktion, xo € X ein Hdaufungspunkt von X. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
i) f ist stetig im Punkt .
i) limg—qg, f(x) = f(z0).
ili) Fir jede Folge (x,,)52, mit x; € (a,b) fir alle j € N und lim, o &, = o gilt

lim f(zn) = f(zo0).

n— oo

iv) Fir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 sodass |f(x) — f(xo)| < € fiir alle x € X mit |x — xo| < ist.

34



BEWEIS. i)=-ii): Wenn f im Punkt z stetig ist, so erfiillt f(x¢) genau die in Definition 15 geforderten
Eigenschaften.

ii)=iii): Sei (x5,)52, eine solche Folge, und V' € N(f(z¢)) beliebig. Nachdem lim,_,,, ex f(z) = f(xo)
ist, gibt es eine Umgebung U € N (zo) mit f(z) € V fir alle z € U N X. Da lim,,_, ; = o, gibt es ein
N € N sodass z,, € U fiir alle n > N gilt. Also ist f(z,) € V fiir alle n > N. Nachdem V € N(f(x0))
beliebig war, folgt lim, o f(z,) = f(x0).

ili)=>iv): Wenn iv) nicht erfiillt ist, so gibt es ein g9 > 0 sodass fiir jedes § > 0 ein y5 € X existiert,
welches |ys —xo| < 0 erfiillt, und sodass | f(z) — f(ys)| > €0 gilt. Wir erhalten somit eine Folge z,, = ¥/, € X,
welche |z, — xg| < 1/n erfiillt, also lim,,_, o @, = X0, aber da |f(z,) — f(z0)| > o, konvergiert (f(z,))2,
nicht gegen f(xo).

iv)=+i): Sei V eine beliebige Umgebung von f(zq), so gibt es ein € > 0 mit B.(f(z¢)) C V. Wir wihlen
d > 0 wie in iv) und erhalten mit U = Bj(z¢), dass f(z) € B:(f(z0)) fir alle x € U N X ist. O

Beispiel 14. Sei f(z) = a + bz, wo a,b € R Konstanten sind, eine affine Funktion, # 0. Dann ist f stetig
auf ganz R: Sei dazu zg € R beliebig, und £ > 0 gegeben. Ist nun |z — o] < /[b], so ist

|f(2) = f(zo)| = [bx — bxo| = [b]|z — xo| < [ble/[b] =,
und eine Anwendung von iv) liefert die Stetigkeit von f.

SAaTz 22. Sei X C R, und f: X — R eine Funktion, zo € R\ X ein Hdiufungspunkt von X. Wenn
lim, 0, zex f(x) existiert, so ist die Funktion f: X U{xo} — R, welche durch

s {f(x) reX

flx) =47,
hm;c—mo,xEX f(CC) T = T
definiert ist, stetig in xo. Wir nennen dieses f die stetige Fortsetzung von f in zo (oder auf X N{xo}).

BEWEIS. Bleibt als Ubungsaufgabe. O

Beispiel 15. Die Funktion f: R\ {1}, f(z) = z;;ll, besitzt eine stetige Fortsetzung auf R bzw. in den
Punkt —1, da

1
lim — = lim (z—1)=-2.
z——1 -+ 1 r——1
r#£—1 r#—1
Wir fiigen noch eine kleine Bemerkung zur Einschrénkung von Funktionen und der Fortsetzung mit Hilfe

von Grenzwerten an.

LEMMA 39. Wenn f stetig auf X ist, so ist f|y stetig auf Y fiir jede Teilmenge Y C X. Ist xo ein
Haufungspunkt von Y, Y C X, und existiert

IE)HZI}Q f(m)’
rzeX
so existiert auch
IE)HZI}() f(x)’
zeY
und es gilt
zeY reX
Ist X =Y, UYs und xg ein Hiufungspunkt von sowohl Y1 als auch von Ys, so existiert
reX

genau dann, wenn die Grenzwerte
lim lim
Jim f(@) und Jim f(z)
€Y TEY?
ezistieren und gleich sind.
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Definition 16. Wir sagen, eine Funktion f: X — R ist gleichmissig stetig auf X, wenn fiir jede Umgebung
V C N(0) eine Umgebung U C N(0) existiert, sodass f(z) — f(y) € V fiir alle z,y € X mit z —y € U.

SATZ 23. Sei X C R kompakt, und f: X — R stetig auf X. Dann ist f gleichmdssig stetig auf X.

BEWEIS. Sei € > 0. Da f stetig in jedem Punkt z € X ist, gibt es zu jedem z € X ein §, mit der
Eigenschaft, dass | f(z) — f(z)| < § wenn |z — x| < 20, und y € X ist. Die Mengen Bs_(z) iiberdecken X; da
X kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte z1, ..., zy mit

N

X c|JBs., (z)
j=1

Wir wéhlen nun § = min{d,,,...,d,,}. Fir jeden Punkt z € X gibt es also ein j € {1,..., N} mit
z € Bs, (z). Ist y € X mit |z —y| < & gegeben, so ist |z; —y| < |25 — x|+ |z —y| < 0., + 6 < 20, und wir
konnen damit wie folgt abschétzen:

lf(@) = fl < 1f (@) = f() +1f(25) = fy)] <e,
wenn |z — y| < J. Es folgt, dass f gleichméssig stetig auf X ist. O

4.2. Rechnen mit stetigen Funktionen.

SATZ 24. Seien f: X — R und g: X — R Funktionen, zo € X, und A € R. Wenn f und g stetig im
Punkt xq sind, so sind die auf X durch

(f +2A9)(x) = f(z) + Ag(x),  (f9)(x) = f(x)g(x)

definierten Funktionen f 4+ Ag und fg stetig im Punkt x.
Ist f(x) #0 auf X und f stetig im Punkt xq, so ist die durch (1/f)(x) = ﬁ auf X definierte Funktion

1/f stetig im Punkt xo.

BEWEIS. Sei U € N((f + Ag)(z0)). Dann gibt es nach Lemma 28 eine Umbegung V € N (f(zo)) und
eine Umgebung W € N (g(zg)) mit V + AW C U. Da f und g stetig im Punkt z( sind, gibt es Umgebungen
V1 € N(xp) und Wy € N(zo) mit f(z) € V fiir alle z € V1 N X und g(z) € W fiir alle z € Wy N X. Es folgt,
dass (f + Ag)(z) = f(x) + Ag(z) € V+ AW C U fiir alle x € Uy = V4 N Wi, Also ist f 4+ Ag stetig in zg.

Die Aussagen iiber das Produkt bzw. die Inverse folgt mittels des analogen Beweises unter Verwendung
von Lemma 29 bzw. Lemma 30. (]

—

Beispiel 16. Jede Polynomfunktion ist stetig auf ganz R. Eine rationale Funktion f(z) = %, wo p, q € R[z],
definiert auf R\ {g = 0}, ist stetig in ihrem Definitionsbereich.

Die Menge der stetigen Funktionen auf der Menge X C R wird mit C(X) bezeichnet. Der obige Satz
besagt, dass C'(X) abgeschlossen unter der Addition (f, g) — f+g, der Skalarmultiplikation (X, f) — Af, der
Multiplikation (f,g) — fg, sowie der Bildung von multiplikativ Inversen (so diese gestattet ist) f +— 1/f.
Es lésst sich leicht tiberpriifen, dass C(X) mit der Addition und der Skalarmultiplikation versehen ein
Vektorraum ist, und mit der Multiplikation eine Algebra. C'(X) ist zumeist nicht endlichdimensional. Wir
geben hier nur ein Beispiel:

Beispiel 17. Sei X = [0, 1]. Wir definieren die Funktionen f,, € C(X), wo n € N ist, durch

fn(ff):{o ) xé%

Dann ist jede endliche Teilmenge von {f,: n € N} linear unabhiingig: Angenommen, dass Zivzl Anfn =0
in C(]0, 1]) ist, also 22[:1 Anfn(z) = 0 fiir alle z € [0,1] gilt. Dann ist fiir z = 4

al 1 1 1
OZZ)\nfn(N):AN N Nti1)
n=1

36



also Ay = 0. Damit ist auch

N 1 1 1
0= 2 Mfulfrmg) = A (v=1 %)

also Ay_1 = 0. Induktiv voranschreitend sehen wir, dass Ay = --- = Ay = 0 ist.

4.3. Konvergenz von Funktionenfolgen- und reihen. Unter einer Folge von Funktionen (f,)52
auf X verstehen wir eine Abbildung, die jedem n € N eine Funktion f,: X — R zuordnet. Ist (g;)52; eine
Folge von Funktionen auf X, so verstehen wir unter der (aus den Gliedern g; gebildeten)Funktionenreihe
verstehen wir die Folge der Partialsummen S,,: X — R, welche durch

Sn(@) = > g,(2)

definiert ist. Fiir jedes = € X wissen wir, was unter der Konvergenz von

(fn(@))nZ

bzw. der (absoluten) Konvergenz von
> gi(x)
j=1

zu verstehen ist.

Konvergiert (f,,(2))°; bzw. Z;’;l gj(z) fir jedes x € X, so existieren die punktweisen Grenzfunktionen
f bzw g, welche fiir x € X durch f(z) = lim, o fn(z) bzw. g(x) = Zj’;l g;(z) definiert sind.

Diese Art der punktweisen Konvergenz ist nicht genug, um Stetigkeit der Grenzfunktion einer Folge
stetiger Funktionen zu garantieren.
Beispiel 18. Wir betrachten die Folge (f,)52; von Funktionen auf X = [0, 1], welche durch f,(z) =
fir € [0,1] definiert ist. Jede der Funktionen f,, ist stetig. Die punktweise Grenzfunktion f: [0,1] —
existiert, und ist durch

0 z<1
fz) = {

1 z=1

l,n

gegeben, also nicht stetig.

Das Problem ist, dass wir bei der Ann#herung durch stetige Funktionen auch eine gute Annidherung
von Werten “nahe” eines fixen Punktes zy benotigen. Um dies zu erreichen, benétigt man eine strengere
Konvergenz als die punktweise Konvergenz.

Definition 17. Wir sagen, die Folge (f,,)22; von Funktionen auf X konvergiert gleichméssig auf X gegen
f: X — R, wenn fiir jede Umgebung U € N(0) ein N € N existiert, sodass f,(x) — f(x) € U fiir allen > N
und alle z € X gilt. Wir sagen, die Folge (f,)22; von Funktionen auf X ist eine gleichmiissige Cauchyfolge
auf X, wenn fiir jede Umgebung U € N(0) ein N € N existiert, sodass f,,(z) — f(x) € U fiir alle n,m > N
und alle z € X gilt.

SATz 25. Seien f,, € C(X) fir alle n € N, und (f,)52 eine gleichmdssige Cauchyfolge auf X. Dann
konvergiert ()52, gleichmdssig gegen eine Grenzfunktion f € C(X).

BEWEIS. Da ()52, eine Cauchyfolge ist, ist fiir jedes € X die Folge (f,(x))52; reeller Zahlen eine
Cauchyfolge, die nach Theorem 9 einen Grenzwert besitzt, den wir mit f(x) bezeichnen; diese Festlegung
definiert (wegen der Eindeutigkeit des Grenzwerts) eine Funktion f: X — R. Sei nun U € N(0) beliebig.
Wir withlen eine Umgebung V € A(0) mit V C U.

Es gibt ein N € N mit f,(x) — fn(z) € V fiir alle m,n > N. Mittels Grenziibergang m — oo sehen wir,
dass f,(v) — f(x) € V C U fiir alle n > N gilt. Also konvergiert (f,)5%, gleichmissig auf X gegen f.

Sei 29 € X beliebig, aber fest gewihlt, und V C N (z9); wir wihlen ein W € AN(0) mit zo + 3W C V.
Da f der gleichmissige Grenzwert von (f,,)32 ist, gibt es ein N € N, sodass fy(z) — f(z) € Wn (=W)

n=
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fiir alle 2 € X ist. Da fy stetig im Punkt zg ist, gibt es ein U € N (x¢) mit fy(z) € fn(zo) + W fiir alle
xz € UN X. Dann ist

f(@) = f(xo) + (fn(20) — f(20)) + (fn(z) — fn(20)) + (f(2) — fn(2)) € f20) +3W CU
fiir alle x € U N X, also f stetig im Punkt zg. Nachdem z € X beliebig war, folgt f € C(X). ]

KOROLLAR 2. Sei (en)nen eine Nullfolge. Wenn f,, € C(X) ist, und |fn(z) — f(2)| < e, fir allen € N
ist, so ist f € C(X) und (fn)nen konvergiert gleichmissig (auf X ) gegen f.

Sei g, € C(X) fiir alle n € N. Wenn |gn(x)| < €, gilt und die Reihe .\ €; konvergiert, so konvergiert
> gn gleichmissig und absolut gegen eine Grenzfunktion g € C(X).

BEWEIS. Seie > 0 beliebig, dann gibt es ein V € N sodass e,, < § fiir allen > N ist. Sind nun n,m > N,
so ist
[fn(@) = fm(@)| < |fo(@) = f(@)] + |f(2) = fm(2)] <&,
fir alle z € X.
Es folgt, dass (fy)nen eine gleichmiissige Cauchyfolge auf X ist, die eine stetige Grenzfunktin g € C(X)
besitzt. Da der gleichméssige Grenzwert eindeutig bestimmt ist, ist f = g also auch stetig auf X.
Fiir die Aussage iiber die dominierende Reihe sei wieder € > 0 beliebig. Es gibt dann ein N € N sodass

m
E g; <€
j=n+1

fir alle N <n < m ist. Es folgt, dass fiir diese m,n auch

olgi@) =D lg@) = D lgs(@)]
j=1 j=1 j=n+1
= Zm: &
Jj=n-+1

<e,

fir alle x € X gilt. Wie schon bei Reihen folgt auch bei Funktionenreihen die gleichmiéssige Konvergenz
aus der gleichméssigen absoluten Konvergenz: Wenn wir mit S,,: X — R, wo S, (x) = Z?:l gj(z), die n-te
Partialsumme bezeichnen, so ist

[Sn (@) = S (@)

IN
™
5

(2) =Y g5(x)
j=1

m

=1 Y g
j=n+1

m

Y lgi@)l;

Jj=n+1

IN

mit den Wahlen von n, m wie oben, und wir sehen, dass (S, )nen eine gleichméssige Cauchyfolge bildet. O

KOROLLAR 3. Sei (g, (2))nen eine Folge von stetigen Funktionen auf X. Wenn
lim sup sup V/|gn(x)] <1
n—oo X
oder

lim sup sup M <1

n—oo zeX |9n(T)]
gilt, so konvergiert Zj g; gleichmdssig auf X, und Zj g; ist stetig auf X.
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BeweEis. Offensichtlich ist |g;(x)] < &5 = sup,ex [gj(y)| fiir alle z € X. Die Vorraussetzungen des
Korollars implizieren nach Theorem 19 bzw. Theorem 20, dass die Reihe Y ;€5 absolut konvergiert. Korollar 2
impliziert, dass > ; 9 gleichméssig absolut konvergiert. |

Beispiel 19. Sei (a,,)n>0 eine Folge reeller Zahlen. Wir definieren

(limsup,,_,oo V/lan])™! 0 <limsup,_,. V/|an| < oo
00 limsup,,_,oo V|an| =0
0 (¥/]an|)n>0 nicht beschrénkt.

Sei 0 < 7 < R. Dann erfiillt die Folge g;: [-r,7] C (—R, R), welche durch g;(x) = a;z7 definiert ist, die
Vorraussetzungen von Korollar 3, da

<rR7'<1 R
limsup v/|a,2”| = |z|limsup 3/ |a,z™| {_ g 7 00
—00 =

R =

Es folgt, dass die Potenzreihe Z;io ajz? fiir jedes z € (—R, R) konvergiert, und die Konvergenz gleichméssig
auf jedem Intervall [—r,7] C (=R, R) ist; die Grenzfunktion ist also stetig auf ganz (—R, R). Wir nennen R
den Konvergenzradius der Potenzreihe 3-7°  aja?.

4.4. Vollstidndigkeit und Werte stetiger Funktionen. Eine weitere wichtige Folgerung aus der
Vollstandigkeit ist der Zwischenwertsatz:

SATZ 26 (Zwischenwertsatz). Sei f: R D [a,b] — R stetig, und y € R mit f(a) < y < f(b) gegeben.
Dann gibt es ein c € [a,b] mit f(c) =y.

BEWEIS. Wirsetzen S = {z € [a,b]: f(z) < y} # 0 und somit gibt es ¢ := sup S € [a, b]. Wir behaupten,
dass f(c) = y ist. Dann betrachten wir zunéchst die Folge ¢; = min{c + 1/4,b}. Da ¢; > ¢, ist f(¢;) > v,
und damit

fle) = lim f(c;) > y.
Jj—o0

Auf der anderen Seite kénnen wir eine Folge d; mit ¢ — 1/j < d; < ¢ betrachten, welche f(d;) < y erfiillt.
Damit sehen wir, dass

fle) = lim f(d;) <y

Jj—o0

ist. Also folgt y = f(c) wie gewiinscht. O

Ubungsaufgabe 13. Zeige, dass ein Polynom ungeraden Grades p(r) = ax® 1 + ... a # 0, als Funktion
p: R — R aufgefasst, surjektiv ist.

Ubungsaufgabe 14. Sei f: R D [a,b] — [a, b] stetig. Dann hat f einen Fixpunkt in [a, b], das heisst, es gibt
ein z € [a,b] mit f(x) = x.

Auf einer kompakten Menge werden das Maximum und das Minimum der Werte angenommen:

SATZ 27. Sei f: R D X — R stetig auf der kompakten Menge X. Dann existieren mingex f(x) und
maxzex f(x).

BewEIs. Wir zeigen zunéchst, dass f(X) beschriankt ist. Angenommen, das ist nicht der Fall: Dann
gibt es eine Folge y; = f(x;) von Punkten in f(X) mit |y;| > j. Da X kompakt ist, kénnen wir nun eine
Teilfolge (z;,)%, der x; wihlen, welche gegen xo € X konvergiert. Da f stetig auf X ist, erhalten wir einen
Widerspruch, da die Folge (f(z;,))%2, nicht beschrénkt ist.

Nun existiert also sup,cx f(x), und fiir jedes n € N kénnen wir ein x,, € X wihlen sodass f(z,) >
sup,ex f(x) —1/n. Wir wahlen nun eine Teilfolge x,,, welche gegen x¢ € X konvergiert. Dann ist

sup f(z) > f(xo) = lim f(x,,)> lim (sup flx) — 1) = sup f(x).
z€X k—o0 k—oo \zeXx n z€X

Es folgt, dass f(zo) = sup,cx f(x) ist, also wegen x¢ € X, dass f(zo) = max,ecx f(x).
Der Beweis fiir das Minimum erfolgt entsprechend. |
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SaTz 28. Sei f € C([a,b]) strikt monoton steigend (bzw. fallend). Dann ist f: [a,b] = [f(a), f(b)] (bzw.
f:la,b] — [f(b), f(a)]) bijektiv, und die Umkehrfunktion f~! wiederum stetig.

BeEwEIs. Die Injektivitéit von f folgt direkt aus der strikten Monotonie, sowie, dass f([a, b]) C [f(a), f(b)],
wenn f monoton steigend ist (bzw. C [f(b), f(a)], falls f monoton fallend ist). Die Surjektivitét von f ist
der Inhalt von Theorem 26.

Wir miissen nur noch zeigen, dass f~! stetig ist; wir nehmen dazu an, dass f monoton steigend ist. Sei
dazu yo € [f(a), f(b)] gegeben, und y; eine Folge in [f(a), f(b)] mit lim; . y; = yo. Die Folge z; = f~!(y;)
ist dann eine Folge in [a, b], also beschrénkt. Ist S ein beliebiger Haufungswert von (z;)32, so gibt es eine
Teilfolge (z, )ken mit limg_,o0 x5, = S. Wegen der Stetigkeit von f folgt nun, dass f(S) = im0 f(2j,) =
Yo ist, also S = f~1(yo). Also ist f~! stetig im Punkt yq.

Beispiel 20. Die stetigen Funktion f(z) = 2%, wo ¢ € Z \ {0} ist, ist strikt monoton steigend (wenn ¢ > 0)

bzw. strikt monoton fallend (wenn ¢ < 0) auf R,. Thre inverse Funktion f~!(y) =: y% ist also auch stetig
auf Ry . Damit sind Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten stetig auf R, .
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KAPITEL 2

Stetigkeit und Vollstindigkeit

1. Stetigkeit im Allgemeinen: Topologische Riume

Stetigkeit von Funktionen wird in einer “natiirlichen” Art und Weise mit Hilfe einer Topologie auf einem
Raum behandelt. Topologien sind durch Systeme offener Mengen gegeben, welche uns Umgebungen von
Punkten liefern. Man definiert:

Definition 18. Eine Topologie T auf einer Menge X ist eine Familie T € 2% von Teilmengen von X, welche
abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen und endlichen Durchschnitten ist, d.h.

UieTiel=|JU;eT, UVeT=>UnVe],
iel
und welche @, X € ¥ erfiillt; die Elemente von T werden als offene Mengen bezeichnet. Ein topologischer
Raum (X, %) ist eine Menge X gemeinsam mit einer Topologie T auf X. Ist klar, welche Topologie auf X
gemeint ist, sprechen wir auch oft von einem “topologischen Raum X7.

Topologien sind sehr allgemeine Objekte (sie besitzen nur drei definierende Eigenschaften). Mit ihrer
Hilfe kann man den Begriff der Stetigkeit und grundlegende Eigenschaften stetiger Funktionen fiir sehr grosse
Klassen von Objekten beschreiben kann. Diese Macht kommt mit einem Preis: Man muss in Kauf nehmen,
dass wichtige Eigenschaften (die fiir gewisse Objekte klarerweise erfiillt sind) hier erst definiert werden
miissen. Auch ist es oft umsténdlich, spezifische Eigenschaften in diesem allgemeinen Kontext zu definieren
und zu untersuchen. Wir werden deswegen relativ rasch zu weniger allgemeinen Rdumen iibergehen.
Beispiel 21. i) T = {X,{} ist eine Topologie auf jedem Raum X, die triviale Topologie.

ii) T = 2%, die Potenzmenge von X, ist auch eine Topologie auf X fiir jede Menge X, die diskrete Topologie.

ili) Ist Y C X, so erhélt Y eine Topologie (die Teilraumtopologie) indem man Ty = {VNY: V € T} setzt.
iv) Die “gewohnliche” Topologie auf R ist jene, die wir schon vorher erklirt haben: Eine Menge U C R ist

offen, wenn fiir jedes x € U ein € = ¢(z) existiert, sodass (x — e,z +¢) C U.

Die Elemente von ¥ werden die offenen Mengen in X genannt. Eine Menge C' C X ist abgeschlossen,
wenn C° offen ist. Die abgeschlossenen Mengen erfiillen die nach den Gesetzen von de Morgan “dualen”
Eigenschaften zu offenen Mengen, d.h. wenn F,, o € A, eine Familie abgeschlossener Mengen ist, so ist auch
Na Fy abgeschlossen, und sind Fi, F abgeschlossen, so ist auch F; U Fy abgeschlossen.

Fiir eine beliebige Teilmenge Y C X gibt es eine grosste offene Menge Y°, das Innere von Y, welche in Y
enthalten ist, und eine kleinste abgeschlossene Menge Y, den Abschluss von Y, welche Y enthiilt; diese sind als
die Vereinigung aller in Y enthaltenen offenen Mengen bzw. den Durchschnitt aller Y enthaltenden Mengen
definiert. Die entsprechende Konstruktion findet sich in Unterabschnitt 2.2, siehe insbesondere Lemma 25
und Lemma 26.

Ubungsaufgabe 15. Eine Menge D C X ist dicht in X, wenn fiir jede offene Menge U gilt, dass DNU # 0.
Zeige, dass D dicht in X ist genau dann, wenn D = X.

Definition 19. Seien X, Y topologische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y ist stetig wenn fiir jede offene
Menge V C Y das Urbild f~1(V) C X offen ist. Eine bijektive stetige Abbildung, deren Umkehrabbildung
auch stetig ist, nennt man einen Homdomorphismus.

Ubungsaufgabe 16. Seien X,Y, Z topologische Rédume, f: X — Y und g: Y — Z stetig. Dann ist g o
[ X — Z stetig.

Ubungsaufgabe 17. Die Abbildungen R? — R, welche durch (z,y) — = 4y und (z,y) — 2y gegeben sind,
sind stetig. Die Abbildung R, — R, welche durch z + =1 gegeben ist, ist stetig.
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Oft ist es bequemer, mit Umgebungen von Punkten zu hantieren. Eine Umgebung von x € X ist eine
Menge U C X fiir welche eine offene Menge V mit x € V' C U existiert. Wenn wir die Menge der Umgebungen
von z € X mit M (x) bezeichnen, so ist N (z) abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen und endlichen
Durchschnitten, und X € N (z) fiir jedes € X. Eine Umgebungsbasis B(x) ist eine Teilmenge von N (z)
mit der Eigenschaft, dass fiir jedes V € N (x) ein W € B(z) existiert sodass W C V. Mit anderen Worten,
wenn eine Umgebungsbasis B(z) gegeben ist, so ist N(z) = {V:V D W € B(z)}. Solche Systeme von
Umgebungen kann man auch verwenden, um eine Topologie zu definieren:

SATZ 29. Fiir jedes x € X sei eine Menge N () von Teilmengen von X, welche x enthalten, gegeben

welche folgende Figenschaften erfillen:

(N1) Wenn U € N(x) und W DU, so gilt W € N(x);

(N2) Wenn U; € N(x) fiir alle i € 1, so gilt | J,c; Us € N(x).,

(N8) Wenn U,V € N(x), so it UNV € N(x);

(N'4) Fiir jede Menge W € N (z) gibt es eine Menge U € N (z), welche U € N (y) fiir alley € U erfiillt.
Dann gibt es eine (und nur eine) Topologie auf X fiir die N'(z) die Menge der Umgebungen des Punktes x
fiir alle x € X ist.

Wir wollen von einem Beweis dieses Satzes (der nicht allzu schwierig ist) absehen, da er fiir uns zwar
vom Inhalt her interessant, aber vom Beweis her nicht interessant ist.

Beispiel 22. Seien X,Y topologische Rdume. Die Produkttopologie auf X x Y definiert man iiber Umge-
bungen, indem man die Umgebungen von (z,y) als Ubermengen von Mengen der Form U, x V,, definiert,
wo U, eine Umgebung von z in X und V), eine Umgebung von y in Y ist.

Mit Hilfe von Umgebungen koénnen wir das Innere und den Abschluss einer Menge charakterisieren:
Zunichst sagen wir, x € X ist ein Haufungspunkt von Y C X, wenn fiir jede Umgebung U € N (z) der
Schnitt Y N U Punkte, die von z verschieden sind, enthilt. Der Abschluss Y einer Menge Y C X besteht
nun aus den Punkten der Menge Y und den Haufungspunkten von Y.

Fiir eine beliebige Teilmeinge Y C X ist z € Y° genau dann, wenn es eine Umgebung U C N (z) gibt,
welche noch ganz in Y enthalten ist; das Komplement des Abschlusses Y ¢ ist gegeben durch Punkte, welche
eine Umgebung besitzen, die Y nicht trifft. Dazwischen liegen jene Punkte, fiir die jede Umgebung sowohl
Y als auch Y© trifft, also Punkte z € X mit UNY # 0 und UNY*® # ( fiir alle U € N (z). Solche Punkte
sind der Rand von Y, welcher gerne mit JY bezeichnet wird.

Ubungsaufgabe 18. Zeige, dass 0Y =Y \ Ye.
Der Begriff der Umgebung erlaubt es uns, Stetigkeit an einer Stelle zu definieren:
Definition 20. Wir sagen, die Abbildung f: X — Y ist stetig am Punkt z € X wenn fiir jede Umgebung

V von f(x) eine Umgebung U von x existiert sodass f(U) C V, oder #quivalent, wenn f~1(V) € N(x) fiir
jedes V e N(f(x)) gilt.

Beispiel 23. Die Abbildungen 7x: X xY — X und my: X x Y — Y, welche durch

WX(way) =, ’/TY(xay) =Y

definiert sind, stetig (da 7' (U,) = U, x Y € NX*Y((,y)) fiir jedes U, € NX(x)). Es gilt weiters, dass
eine Abbildung f: Z — X x Y stetig ist genau dann, wenn die “Komponenten” 7x o f: Z — X und
my o f: Z — Y stetig sind. Zu zeigen ist dabei nur noch, dass wenn die Komponentenabbildungen stetig
sind, auch f stetig ist. z € Z, (z,y) = f(z), und sei U € N**Y((z,y)), dann gibt es U, € NX(x) und
Vy € NY(y) mit U, x V,, C U. Es folgt f~Y(U, x V,)) = (rx o f)"Y(U,) N (7y o f)~1(V,) € N(z), da die
Komponenten ja als stetig vorausgesetzt waren, also ist auch f~1(U) D f~1(U, x V,) eine Umgebung von z.
Ubungsaufgabe 19. Zeige, dass f: X — Y stetig ist genau dann, wenn f stetig am Punkt € X fiir alle
z € X ist.

Wir hatten eine weitere Variante von Stetigkeit in Abschnitt 4 kennengelernt, die Folgenstetigkeit. Kon-
vergenz von Folgen ist in topologischen Rdumen ganz analog zur Konvergenz reeller Folgen definiert: Zunéichst
ist eine Folge (z;);jen eine Abbildung N — X, die der natiirlichen Zahl j den Punkt z; € X zuordnet. Wir
sagen, die Folge (z;),en in X konvergiert gegen zo wenn fiir jede Umgebung U von x ein N € N existiert,
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sodass z; € U fiir alle j > N gilt. Eine Abbildung f: X — Y ist folgenstetig am Punkt z, wenn fiir jede
Folge (z;);en in X, welche gegen x € X konvergiert, die Folge (f(z;));en gegen f(z) gilt.
Ubungsaufgabe 20. Zeige, dass jede Abbildung, welche im Punkt z stetig ist, auch folgenstetig im Punkt
z ist.

Ubungsaufgabe 21. Wir versehen N mit der diskreten Topologie und erkliren eine Topologie auf dem
Raum N U {oo} indem wir die Umgebungen von oo als Komplemente endlicher Mengen in N festlegen. Dies
ergibt eine Topologie auf N. Dann konvergiert die Folge z; von Punkten im topologischen Raum X genau
dann gegen = € X, wenn die Funktion f: NU {oco} — X, f(j) = z;, f(c0) = x stetig ist.

Grenzwerte von Folgen sind in allgemeinen topologischen Rdumen nicht eindeutig. Eine Bedingung,
welche die Eindeutigkeit garantiert, ist die folgende:

Definition 21. Ein topologischer Raum X ist ein Hausdorffraum, wenn fiir je zwei verschiedene Punkte
xz,y € X Umgebungen von z und y existieren, welche sich nicht schneiden.

LEMMA 40. Sei X ein Hausdorffraum. Dann ist der Grenzwert einer konvergenten Folge (z;)jen in X
eindeutig bestimmdt.

BEWEIS. Seien z ein Grenzwert der Folge (z;)jen, und y # z, y € X. Dann gibt es Umgebungen
UeN(z)und V € N(y) mit UNV = 0. Da (x;),en gegen x konvergiert, gibt es ein N € N sodass z; € U
fir alle j > N gilt. Also ist y kein Grenzwert von (z;);en. O

Ubungsaufgabe 22. Eine Menge X mit der trivialen Topologie ist Hausdorff genau dann, wenn X nur
einen Punkt besitzt. Jede Menge X ist ein Hausdorffraum in der diskreten Topologie. R mit der iiblichen
Topologie ist ein Hausdorffraum.

Die Grosse von Topologien ist sehr wichtig. Eine der wichtigsten Eigenschaften, die wir fiir Umgebungen
reeller Zahlen verwendet haben, ist die Tatsache, dass es abzéahlbare Umgebungsbasen gibt, wie zum Beispiel
die Basis

B(z) = {Bi/n(x): n € N}.
Wenn eine Topologie “zu gross” wird, so kann man nicht hoffen, dass man Eigenschaften von Funktionen
bzw. Mengen mit Folgen austesten kann. Wir definieren deswegen:

Definition 22. Ein topologischer Raum X erfiillt das erste Abzdihlbarkeitsaziom, wenn jeder Punkt eine
abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt.

LEMMA 41. Sei X ein topologischer Raum, Y C X. Wenn es eine Folge (y;)jen in'Y gibt, die gegen x
konvergiert, so ist x im Abschluss von Y. Wenn X das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfillt, so ist ein Punkt
x € X im Abschluss Y von'Y genau dann, wenn es eine Folge (y;);en in'Y gibt, die gegen x konvergiert.

BEWEIS. Sei z ein Grenzwert einer Folge (y;)jen in Y. Wenn o = y; fir ein j € N gilt, so ist die
Folgerung trivial. Wenn z # y; fiir alle j € N ist und U € N(z) eine beliebige Umgebung von x ist, so gibt
es ein N € N, sodass sogar y; € UNY fiir j > N gilt. Es folgt, dass # ein Haufungspunkt von Y ist, sich
also im Abschluss von Y befindet.

Angenommen, x besitzt eine abzéhlbare Umgebungsbasis B(z) = {U,: j € N}. Wir kénnen zu einer
abzéhlbaren absteigenden Umgebungsbasis B(z) = {Vj: k € N} iibergehen (d.h. Vi1, C V4 fiir alle k € N),

indem wir

k
Vi = ﬂ Uj € N(l‘)
j=1
definieren.
Sei « im Abschluss von Y. Fiir jedes k € N wihlen wir ein y;, € Y NV}, (diese Menge ist nicht leer). Die
so konstruierte Folge (yx)ren konvergiert gegen x: Sei nidmlich U € N (z) eine beliebige Umgebung von .
Dann gibt es ein N € N mit Vy C U. Es folgt yx, € Vi, C Vy C U fiir alle k > N. O

LEMMA 42. Wenn X das erste Abzihlbarkeitsaxziom erfillt, so ist jede folgenstetige Abbildung f: X =Y
stetig.
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BEWEIS. Angenommen, f ist nicht stetig; dann gibt es einen Punkt y = f(z) € Y und eine Umgebung U
von f(z) sodass f~1(U) keine Umgebung von z ist. Sei B(z) = {V4, Va, ... } eine abziihlbare Umgebungsbasis
von x mit V3 D Vo D ... (wir haben im Beweis von Lemma 41 gezeigt, dass wir das annehmen kénnen).
Da f~'(U) keine Umgebung von z ist, gibt es fiir jedes j einen Punkt x; € V; \ f~}(U). Dann konvergiert
(xj)jen gegen z, aber f(z;) ¢ U, somit kann f(z;) nicht gegen f(z) konvergieren. a

Eine weitere wichtige topologische Eigenschaft ist die Kompaktheit. Fiir allgemeine topologische Réume
wird die Kompaktheit durch die Uberdeckungskompaktheit definiert:

Definition 23. Ein topologischer Raum X ist kompakt, wenn jede Uberdeckung von X durch offene Mengen
eine endliche Teiliiberdeckung enthélt. Eine Teilmenge Y C X heisst kompakt, wenn sie kompakt in der
Teilraumtopologie ist.

Ubungsaufgabe 23. Zeige, dass Y C X genau dann kompakt ist, wenn jede Uberdeckung U,, oo € A von
Y durch offene Mengen in X eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

Um kompakte Mengen durch Folgen zu charakterisieren, benttigen wir eine stidrkere Bedingung als
das erste Abzéhlbarkeitsaxiom. Eine Menge B = {U,: o € A} offener Mengen in X heisst eine Basis der
Topologie von X, wenn jede offene Menge in X als Vereinigung von Mengen in B geschrieben werden kann.

Definition 24. X erfiillt das zweite Abzdihlbarkeitsaxiom, wenn X eine abzihlbare Basis seiner Topologie
besitzt.

Ubungsaufgabe 24. Zeige, dass ein Raum, welcher das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, auch das erste
Abzéahlbarkeitsaxiom erfiillt.

Ubungsaufgabe 25. X heisst separabel, wenn X eine abzihlbare dichte Teilmenge besitzt. Zeige, dass ein
Raum welcher das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, separabel ist. Gilt die Umkehrung?

Ubungsaufgabe 26. X ist ein Lindeldfraum, wenn jede offene Uberdeckung eine abzihlbare Teiliiberdeckung
enthilt. Zeige, dass jeder Raum, welcher das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, ein Lindeltfraum ist.

LEMMA 43. Sei X ein topologischer Raum, welcher das zweite Abzihlbarkeitsaziom erfillt. Dann ist
Y C X genau dann kompakt, wenn fir jede Folge (x;)jen inY eine Teilfolge (x;, )ken existiert, welche gegen
ein yo € Y konvergiert.

BEWEIS. Angenommen, es gibt eine Folge (z;)jen in Y, welche keine konvergente Teilfolge enthilt.
Dann kann sich diese Folge an keinem Punkt von Y hdufen, das heisst, es gibt fiir jedes y € Y eine offene
Umgebung U, € N(y), welche nur endlich viele Punkte aus {z;} enthélt (hier verwenden wir eigentlich nur
das erste Abzdhlbarkeitsaxiom). Da (Uy)ycy eine endliche Teiliiberdeckung hat, ist die Wertemenge von z;
endlich, was ein Widerspruch ist.

Erfiille nun Y die Bedingung im Lemma, und sei U,, o € A eine offene Uberdeckung von Y. Da X
das zweite Abz#ihlbarkeitsaxiom erfiillt, konnen wir annehmen, dass A = N abzéhlbar ist. Angenommen, die
Uberdeckung U; hat keine endliche Teiliitberdeckung. Dann wahlen wir eine Folge z; mit der Eigenschaft,
dass z; € Y\ Ul_, U. Sei yo ein Grenzwert einer Teilfolge dieser Folge z;. Dann gibt es eine offene Menge
Un mit yo € Un; nach der Konstruktion von z; ist aber x; ¢ Uy fiir j > N, ein Widerspruch. O

LEMMA 44. Sei X ein kompakter topologischer Raum, f: X — Y stetig. Dann ist f(X) kompakt.
Insbesondere nimmit jede stetige reelle Funktion auf einem kompakten topologischen Raum thr Minimum und
thr Mazimum an.

BEWEIS. Seien (V,)qae 4 eine offene Uberdeckung von f(X). Dann ist (f~(V,))aea eine offene Uberdeckung
von X. Also gibt es endlich viele Indizes a1, ...,ay mit X = Uj»v_lffl(Vaj), und (Vo );V:I ist eine endliche

Teiliiberdeckung von (Vi)aeA- O

2. Vollstindigkeit im Allgemeinen: Metrische Riume

Um den Begriff der Vollstindigkeit allgemeiner zu fassen, ist es von Vorteil nicht von allgemeinen topo-
logischen Rdumen auszugehen. Der Grund liegt darin, dass der Begriff der Cauchyfolge vorraussetzt, dass
die “Nahe” von Punkten an verschiedenen Stellen vergleichbar ist. Dies verlangt eine zusétzliche Struktur,
und metrische Rdume eignen sich hervorragend dafiir, den Vollstdndigkeitsbegriff zu erldutern.
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Definition 25. Ein metrischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Abbildung (der Metrik) d: X x
X — [0,00), welche die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(M1) d(z,y) = d(y,z);

(M2) d(x,y) = 0 genau dann, wenn x = y;

(M3) d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) (die Dreiecksungleichung).
Bemerkung 6. Wie schon zuvor beim topologischen Raum, werden wir nicht (X, d) fiir einen metrischen
Raum schreiben, sondern einfach X, wenn die Metrik klar ist.

Eine Metrik induziert eine Topologie auf X, indem wir als Basis dieser Topologie die offenen (metrischen)
Bille B.(z) = {y € X: d(x,y) < €} festsetzen. Eine Umgebungsbasis ist dann durch B(z) = {B.(z): € > 0}
gegeben.

Beispiel 24. Wir kénnen auf jeder Menge X die diskrete Metrik definieren: d(x,z) = 0, d(z,y) = 1, wenn
y # x. Zeige, dass die diskrete Metrik die diskrete Topologie induziert.

Beispiel 25. Sei M eine Menge. Wir bezeichnen mit B(M) die Menge der beschrinkten reellwertigen Funk-
tionen auf M. Die Festsetzung

d(f,g) = sup, |f(m) — g(m)]

definiert eine Metrik auf M. (Wir werden diese Metrik fiir den (Teil)raum der stetigen Funktionen auf einer
kompakten spiiter noch genauer beleuchten).

Ubungsaufgabe 27. Sei X ein metrischer Raum mit Metrik d. Zeige:
(1) Eine Folge z; konvergiert gegen = € X genau dann, wenn d(z;,z) — 0 (j — o0).
(2) Die Topologie auf X erfiillt das erste Abzéhlbarkeitsaxiom.
(3) X ist separabel genau dann, wenn X das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt.
(4) d: X? — [0,00) ist eine stetige Abbildung (X? wird hier mit der Produkttopologie versehen).
(5) Sei f:[0,00) = [0,00) eine strikt monoton wachsende, stetige, konkave Funktion (d.h. f((1—1t)x+
ty) > (1 —t)f(z) +tf(y)) mit f(0) = 0. Dann ist ds(x,y) = f(d(z,y)) auch eine Metrik auf X,
und die Topologien, welche durch d und dy induziert werden, sind gleich.

Ein topologischer Raum heisst metrisierbar, wenn eine Metrik existiert, welche die gegebene Topologie
induziert. Wegen des vorangehenden Beispiels ist so eine Metrik alles andere als eindeutig, im allgemeinen
definieren viele verschiedene Metriken dieselbe Topologie. Eine hinreichende Bedingung dafiir, dass zwei
Metriken dieselbe Topologie induzieren, ist ihre Vergleichbarkeit.

Definition 26. Seien d und d Metriken auf der Menge X. Wir sagen, dass d mit d vergleichbar ist, wenn es
Konstanten ¢, C' > 0 gibt, sodass

cd(z,y) < d(z,y) < Cd(z,y)
fiir alle z,y € X ist.
Bemerkung 7. Wenn d mit d vergleichbar ist, so ist auch d mit d vergleichbar, und wir sagen manchmal
auch, dass d und d vergleichbar sind. Vergleichbarkeit

Ubungsaufgabe 28. Zeige, dass Vergleichbarkeit eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Metriken auf
X ist.

LEMMA 45. Wenn d und d vergleichbar sind, so sind die durch d und d induzierten Topologien auf X
gleich.

BEWEIS. Wenn wir mit
B.(z) ={y € X: d(x,y) < €}, BE(Z‘) ={yeX: J(m,y) <e}

die metrischen Bélle bezeichnen, so sind die Umgebungssysteme fiir die durch die Metriken definierten

Topologien durch
(2)={U C X:3e >0, B.(z) CU}

)
() ={U C X:3e >0, B.(x) C U}

definiert. Wir miissen zeigen, dass N(z) = N (z) ist; wegen Symmetriegriinden geniigt es zu zeigen, dass

N(z) C N(z) gilt.

N
N
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Sei also U € N(x). Dann gibt es ein & > 0 mit B.(v) C U. Da d mit d vergleichbar ist, gibt es C' > 0
mit d(z,y) < Cd(x,y). Also gilt Bg C B.(x) C U, und damit gilt U € N(x).
O

Stetige Abbildungen zwischen metrischen Ridumen kénnen durch die bekannte ¢ — §-Definition charak-
terisiert werden:

LEMMA 46. Seien (X, d), (Y,e) metrische Riume. Eine Abbildung f: X — Y ist stetig am Punkt zo € X
genau dann, wenn fir jedes € > 0 ein § > 0 existiert sodass e(f(x), f(xo)) < € fir allex € X mit d(z,z¢) < 6
1st.

BEWEIS. Sei zunéchst die € — §-Bedingung erfiillt. Wir miissen zeigen, dass jede offene Umgebung von
f(zp) ein Bild einer offenen Umgebung von zg enthilt. Wenn V' C Y eine offene Umgebung von f(zg) ist,
so gibt es einen Ball B.(f(x0)) = {y € Y: e(f(x0),y) < €} C V. Nach Vorraussetzung gibt es ein § > 0
sodass e(f(xo), f(x)) < &, wenn d(xg,x) < §; das heisst aber, dass f(Bs(xo)) C V, und Bs(xg) = {z €
X:d(xzg,x) < 0} ist definitionsgemiss eine offene Umgebung von zg.

Fiir die Umkehrung sei ¢ > 0. Da B.(f(xg)) offen ist, gibt es eine offene Umgebung U von xy mit
f(U) € Be(f(z0)), und da U eine offene Umgebung von x ist, ein 6 > 0 mit Bs(xg) C U. Also ist
f(Bs(zo)) C B:(f(20))- O

Zusammen mit der Tatsache, dass metrische Raume das erste Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillen, und mit der
Hilfe von Lemma 42 ergibt sich damit fiir Funktionen zwischen metrischen Rdumen eine vollkommen analoge
Charakterisierung der Stetigkeit wie in Theorem 21. Um Kompaktheit zu beschreiben, ist eine Version der
Beschrdnktheit erforderlich.

Definition 27. Ein metrischer Raum X ist beschrdnkt, wenn das Bild von d beschrénkt ist, also d(z,y) < R
fir ein R > 0 und alle z,y € X ist. X ist total beschrinkt wenn fiir jedes r > 0 eine endliche Menge
{z1,...,2,} C X existiert sodass

X c | Bi(zy).
j=1
LEMMA 47. Ein total beschrankter Raum erfillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom.

BEWEIS. Wir miissen zeigen, dass die Topologie, welche durch die Metrik induziert wird, eine abzéhlbare
Basis besitzt. Fiir jedes N € N konnen wir eine endliche Menge F,, C X wihlen, sodass

X c | Byl
zelE,
ist. Wir behaupten, dass die Menge

B={Bi(z): x € E,,n € N}

eine Basis der Topologie von X ist. Sei x € X beliebig, und U eine offene Umgebung von x. Es geniigt zu
zeigen, dass es ein n € N gibt und ein y € E,, gibt, welches x € By, (y) C U erfiillt. Sei e > 0 mit U D B.(x)
gewdhlt. Wir wihlen nun n gross genug, dass 2/n < ¢, und y € E, sodass € B;/,(y). Dann konnen wir
fir alle z € By, (y) wie folgt abschétzen:

1 1
d(x,z) S d(ﬂf,y) + d(yvz) S E + 5 <§g,
und damit By, (y) C U. O

Insbesondere ist nach Lemma 43 fiir einen total beschréankten metrischen Raum die Folgenkompaktheit
mit der Kompaktheit im Sinne von Definition 23 &dquivalent. Wir werden nun Kompaktheit fiir metrische
Raume im Sinn des Satzes von Heine-Borel charakterisieren. Dazu benétigen wir eine Bedingung, die uns
die Existenz von Grenzwerten garantiert (wir erinnern an den Beweis von Theorem 33, wo wir die Existenz
des lim sup verwendeten). Hier tritt die Vollstindigkeit wieder auf.

Definition 28. Eine Folge (2, )nen in X ist eine Cauchyfolge, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein N = N(¢) € N
existiert, sodass d(z,, %) < € fiir alle n,m > N ist.
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Ubungsaufgabe 29. Zeige, dass eine konvergente Folge eine Cauchyfolge ist.

Definition 29. Ein metrischer Raum X ist vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.

LEMMA 48. Ein metrischer Raum X ist kompakt genau dann, wenn er total beschrdinkt und vollstindig
15t.

BEWEIS. Sei zunédchst X kompakt. Dann ist X auch total beschrdnkt, und damit nach Lemma 47
folgenkompakt. Sei x; eine Cauchyfolge in X. Dann gibt es eine Teilfolge z;, , welche gegen z € X konvergiert.
Wir behaupten, dass dann auch lim;_,. x; = . Sei also € > 0 beliebig. Dann gibt es ein N € N sodass
d(zm,z,) < e fur m,n > N ist, und ein K € N sodass d(z;,,z) < ¢ fir k > K. Ist nun n > max(N, jx), so
ist

d(l‘n,ﬂj) < d(xfuzjk) + d($jK,’1}) < 2¢;

also ist (z,,) konvergent und damit X vollstindig.

Sei nun X total beschrankt und vollstdndig. Damit ist wiederum nach Lemma 47 Folgenkompaktheit
dquivalent zur Kompaktheit, und es geniigt zu zeigen, dass jede Folge in X eine konvergente Teilfolge besitzt.
Sei also z,, eine Folge in X. Wir behaupten, dass es eine Teilfolge z,, gibt, welche Cauchy ist.

Fiir jedes 1/k gibt es endlich viele Bélle By,,(y), y € Ej welche X iiberdecken. Wir extrahieren nun
induktiv eine Folge aus x; wie folgt. In einem der Bille Bi(y), y € E4, gibt liegen x; fiir unendlich viele
j. Wir definieren nun j; durch alle diese j. Dann extrahieren wir aus der Teilfolge x;, eine Teilfolge x;,,
welche alle in einem Ball vom Radius 1/2 liegt, und so weiter. Wir behaupten, dass die Diagonalfolge =,
eine Cauchyfolge ist. Sei € > 0 beliebig, und j € N large enough so that j < 2e. Wenn k, fgeqj ist, so ist
Thy,Te, € Byyj(xy,). Damit ist d(xy, ,x¢,) < €, also ist x,,,, eine Cauchyfolge. O

Wir konnen in einem metrischen Raum natiirlich auch den Begriff der gleichmésssigen Stetigkeit defi-
nieren:

Definition 30. Seiein (X,d) und (Y,e) metrische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y ist gleichmdsssig
stetig, wenn fiir jedes € > 0 ein ¢ > 0 existiert, sodass e(f(x), f(y)) < € wenn d(x,y) < d.

SATZ 30. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Wenn X kompakt ist, so ist f gleichmdssig stetig.

BEWEIS. Seie > 0 beliebig. Da f stetig ist, gibt es fiir jedes z € X ein d(x) sodass e(f(z), f(y)) < € wenn
d(z,y) < 26(z). Die Bille Bs,)(x) iiberdecken X, also existieren endlich viele z; sodass schon Bs,,)(z;)
ganz X iiberdecken. Wenn wir nun § = min; 6(z;) > 0 wihlen, so gilt fiir beliebige z,y € X, dass aus
T € Bs(a,)(z;) auch y € Bos(,,)(z5), da d(y, ;) < d(y,z) + d(z,x;) <6+ d(x;) < 20(x;). Damit ist

e(f(@), f(y)) < e(f(x), f(x;)) +e(f(x5), F(y) < 2e,

und damit f gleichmissig stetig. O

In einem vollstédndigen metrischen Raum gilt der wichtige Banach’sche Fixpunktsatz.

Definition 31. Sei X ein metrischer Raum. Eine Abbildung f: X — X ist eine Kontraktion, wenn es ein
g < 1 gibt, sodass d(f(z), f(y)) < qd(z,y) fir alle z,y € X ist.

Bemerkung 8. Insbesondere ist jede Kontraktion (sogar gleichmiissig) stetig.

SATZ 31. Sei X ein vollstindiger metrischer Raum, und f: X — X eine Kontraktion. Dann besitzt f
einen Fizpunkt: Es gibt ein x € X mit f(z) = .
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BEWEIS. Sei g € X beliebig. Wir definieren eine Folge x; durch xj41 = f(z;). Wenn z; konvergiert,
lim; z; = x, so folgt aus der Stetigkeit von f dass x = f(x). Wir zeigen nun, dass z; eine Cauchyfolge ist:

n—m-+1

d(xm, Tn) < Z (Tt j—1, Tm+j)
j=1
n—m-+1

Z d(f(@myj—2), f(Tmij—1))

n—m-+1

Z qd(xm—&-j—?a xm+j—1)

j=1

IN

< (¢"+q™ M+ +¢") d(z1,20)
< 1q7_qd(x1,330).

Da g < 1 ist, strebt der letzte Teil dieser Ungleichungskette gegen 0, wenn m — o00; also ist x; eine
Cauchyfolge. 0

3. Abstinde in Vektorriumen

Bevor wir uns mit dem allgemeinen Abstandsbegriff in Vektorrdumen auseinandersetzen, wollen wir den
zunichst fiir uns wichtigsten Fall, den Abstand im R™, detailliert betrachten.

3.1. Die Cauchy—Schwarz Ungleichung und der euklidische Abstand. Der géingigste Abstands-

begriff im cartesischen Produkt R™ beruht auf der euklidischen Norm eines Punktes x = (z1,...,z,), mit
z; € Rfiir j =1,...,n, welche durch

]|
gegeben ist. Wir definieren das innere Produkt oder Skalarprodukt von zwei Punkten x = (z1,...,x,) € R"

und y = (y1,-..,Yn) € R™ durch
(@,y) =D wy;;

damit ist ||a:H§ = (z,x). Das innere Produkt hat Symmetrie- und Linearitéitseigenschaften, das heisst, es gilt
<£L’,y> = <y71’>7 <:C?y+)‘y/> = <£L’,y>+A<iL’,y/>, <$+A$/,y> = <I‘,y>+>\<’l}/,y>, x,x’,y,y' ERna AeR.

Um von der Norm—&ahnlich wie vom Absolutbetrag—einen Abstandsbegriff abzuleiten, benétigen wir die Drei-
ecksungleichung, das heisst, wir miissen

lz+uylly < llzlly + lylly, 2y €R™,
zeigen. Folgen wir der Argumentation von Lemma 18, so berechnen wir
Iz +yl5 = (= + v, 2 +v)
= (z,2) +(z,9) + (. 2) + (¥, 9)
= (z,2) + 2(z,9) + (,9)
= [l2]15 + 2z, y) + [lyll3 ,
und benétigen als entscheidende Ungleichung somit (z,y) < ||z||y [|yll,-
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LEMMA 49 (Die Cauchy-Schwarz Ungleichung). Seien x = (21,...,2,) € R™ undy = (y1,...,yn) € R™.
Dann gilt

Falls x # 0 ist, so gilt Gleichheit genau dann, wenn y = Az fir ein A € R ist.

2 2
BEWEIS. Fiir jedes j =1,...,n gilt (z; —y;) > 0, also z;y; < z-fgyj .

und erhalten

Wir addieren diese Ungleichungen

ijyj S% fo‘FZy?
j j j

Ist nun Y-, 2% = 37 97 = 1, so folgt 3, a5y, < 1.

Wir verwenden diese Beobachtung nun, um unsere urspriingliche Ungleichung zu zeigen. Dazu nehmen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass  # 0 und y # 0 gilt (die Ungleichung ist andernfalls
trivialerweise erfiillt), und definieren £ = (&1,...,&,) € R® und n = (n1,...,nm,) € R™ durch

195 Yk
fk:ﬁ’ nk:ﬁ’ k:].’..‘,n.
Zj:l 2 Zj:l Y
Damit gilt
n n 2 n
x 1
Zfi = Z s = e zp =1,
k=1 k=1 ZJ'=1 Tj Zj=1 L5 =1
und
2 k 2
an = Z n 5 = n 5 Y = 1.
k=1 k=1 Zj:l Yj Zj:l Y k=1

Wir kénnen damit unsere Beobachtung von vorher auf & und 7 anwenden, und erhalten ), &mr < 1, also
also

Falls die linke Seite dieser Ungleichung nicht positiv ist, so konnen wir die vorangegangene Argumentation
auf die Vektoren —z und y anwenden und erhalten so

n

n n
ijyj = —Z%'?Jj = Z(—l"j)yj <
Jj=1 j=1

Jj=1

Gleichheit gilt, wenn in den zu Grunde gelegten Ungleichungen 2&;m; < &2 +n? Gleichheit herrscht, was
genau dann gilt, wenn & = n fiir alle £ = 1,...,n ist. Wenn man nun die Schritte des vorigen Beweises
weiter verfolgt, so bedeutet das

y=+r——=2z=Az.
n
Zj:l x?
]
LEMMA 50. Fir z,y € R"™ gilt ||z +y|ly < ||z]ly, + |lylly. Wenn o # 0, so gilt Gleichheit genau dann,
wenn y = Ax mit A > 0.
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BEwWEIS. Wir berechnen wie oben
2 2 2
lz +yllz = Izl + 2(z,y) + lyll5
2 2
< |lzll5 + 2[{z, )| + [lyll5
2 2
< lzll3 + 2|zl [[ylly + [yl
= ([l + llyll)*.

Nach der Bedingung fiir Gleichheit in Lemma 49 gilt zunéichst Gleichheit in der dritten Zeile der oberen
Ungleichungskette, wenn y = Az fiir ein A € R gilt. In der zweiten Zeile herrscht dann Gleichheit, wenn
A > 0 ist. O
Wir kénnen nun durch
dQ(x»y) = ||mfy||2, x,yGR”,

eine Metrik auf R™ definieren, d.h. ds erfiillt die Bedingungen (M1)—(M3), welche wir zur Erinnerung noch
einmal aufschreiben:

LEMMA 51. do: R™ x R™ — R erfiillt folgende Eigenschaften:
i) da(z,y) >0, und da(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y;

11) dQ(‘Ta y) = dQ(yv 'T);
i) da(r, 2) < da(r,y) + da(y, 2).

BEWEIS. Die Nichtnegativitidt von ds ist offensichtlich. Wenn dy(z,y) = 0, so ist

Z(ﬁj - yj)2 =0,

J

alsox; =y; firj=1,...,n.
Wir beachten, dass fiir A € R und £ € R™ die Gleichheit |A| |||, = [|[A¢]] gilt, also ist

do(z,y) = llz —ylly = | = Uz = ylly = ly — zll, = da(y, z).
Fiir die Dreiecksungleichung berechnen wir

da(z,2) = ||z — 2|,
=llz-y+y—zl,
<llz =yl + lly — 2,
= da(7,y) + da2(y, 2).

Ubungsaufgabe 30. Stelle fest, fiir welche y die Gleichheit dy(x, 2) = da(z,y) + da(y, 2) gilt.

3.2. Weitere Abstinde und der allgemeine Abstandsbegriff. Wir wollen nun zwei weitere Abstéinde
auf R™ betrachten, die wiederum auf Normen (wie der euklidische Abstand) beruhen. Diese sind definiert
durch

n
(2) lzlly =zl el = m]aX\wjl-
=1
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Die notwendigen Dreiecksungleichungen sind fiir diese Normen einfache Folgerungen aus der Dreiecksunglei-
chung Lemma 18: Zuné&chst ist

lz+yll, =Y s + v

j=1

<Y (| + s )
j=1

n n
=zl + D |yl
j=1 j=1

= lllly + llyll; -
Fiir die Maximumsnorm gilt nun fiir jedes j =1,...,n

lzj + vl < |zl + 1yl < ll2lloe + 1Yl »
also auch
Iz +yllo = m]aXI% + il < llzlloe + 1Yl -

Der Ubergang von diesen Normen zu einem Abstand bendtigt nur einige wenige ihrer Eigenschaften, welche
wir in der folgenden Definition einer allgemeinen Norm zusammenfassen.

Definition 32. Wir sagen, eine Abbildung R™ > = +— ||z|| € R ist eine Norm auf R™, wenn sie folgende
Eigenschaften erfiillt:

(N1) |lz|| > 0 fiir alle € R™, ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.

(N2) ||IAz|| = |A]||lz|| fiir alle A € R und z € R™.

(N3) ||z +yl < |lz]| + ||y|| fir alle z,y € R™.

LEMMA 52. Sei ||-|| eine Norm auf R™. Dann wird durch d(z,y) = ||« — y|| eine Metrik auf R™ definiert.

BEWEIS. Dass die durch d(z,y) = ||« — y|| definierte Abbildung (M1) erfiillt, folgt direkt aus (N1). (M2)
ist erfiillt, da

d(z,y) = llz—yll == llz -yl = lly — 2l = d(y, z).
Die Dreiecksungleichung der Metrik (M3) folgt aus der Dreiecksungleichung der Norm (N3):
d(z,z) = |z — 2|
=llz—y+y—2

<z =yl + lly — 2|l
=d(z,y) +d(y, 2).

|
Bevor wir weitergehen, erinnern wir noch an die umgekehrte Dreiecksungleichung:
LEMMA 53. Sei ||| eine Norm auf R™. Dann gilt
Hvll = flwl[ | < o —wl].
Insbesondere ist ||-|| stetig in Bezug auf die von ||-|| induzierte Metrik.
BEWEIs. Es gilt
[oll = llv—w+wl| < flv—w[| +[Jw]
[w]| = [lw = v+ vl < flw—=wv] + o],
und damit sowohl ||v]| — |Jw|| < |lv —w]| als auch ||w| — |jv]| < ||v — w]||. Wir folgern, dass ||v|| — ||w]|| <
[[o = w].
Um zu sehen, dass ||-|| stetig ist, wenden wir Lemma 46 an; die umgekehrte Dreiecksungleichung impli-
ziert, dass die Wahl § = ¢ zuléssig ist. O
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Wir haben damit neben der euklidischen Metrik noch die folgenden Metriken definiert:

di(z,y) =z —ylly, deo(zy) =z -yl -

Wir kénnnen die definierten Normen miteinander vergleichen:

LEMMA 54. Es gilt fir x € R™:

BEWEIS. Wir beginnen mit dem Vergleich der 1- und der 2-Norm. Nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung
(Lemma 49) gilt

n
lzlly =) ]
=1
n
=) 1|y ,
j=1

n n
<\ 221 Dol = valll,
j=1 j=1
was die erste Ungleichung impliziert. Auf der anderen Seite ist

2l = (3 Ja 2

was nach der Monotonie der Wurzelfunktion die zweite Ungleichung impliziert.
Um die oo- und die 2-Norm zu vergleichen, bemerken wir, dass

gilt, also auch

Die zweite Ungleichung folgt wegen

n n
lelly = | 21w < 4 [ D alZ = v llallg
j=1 j=1
Der Vergleich der 1- und der oco-Norm verlduft in dhnlichen Bahnen. Es ist zunéchst
n
el <3 Jal k=1,
j=1
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also auch

n

n

2]l og = max || < > lagl = Nl -
j=1

Auf der anderen Seite ist

n n
lzlly =D lail < lellee =1zl -
j=1 j=1
O

SATZ 32. Die von den Metriken dy, ds, und do induzierten Topologien auf R™ sind gleich, und stimmen

mit der Produkttopologie iiberein. Insbesondere gilt: Eine Folge (xj)jeN von Punkten 7 = (z7,...,7)) €

R™ konvergiert gegen x°

konvergiert.

€ R” genau dann, wenn fir jedes k = 1,...,n die Folge (Jﬂgﬂ)jeN reeller Zahlen

BEWEIS. Wir haben in Lemma 54 gezeigt, dass die Normen ||-||, ||-||5, und [|-|| ., miteinander vergleichbar
sind. Also sind auch die Metriken dy, ds, und d., miteinander vergleichbar, und sie induzieren nach Lemma 45
dieselbe Topologie

Um zu sehen, dass die so beschriebene Topologie mit der Produkttopologie iibereinstimmt, sei U € N'F(z)
eine Umgebung von & = (z1,...,2,) in der Produkttopologie. Dann gibt es fiir jedes j = 1,...,n eine
Umgebung U; von z; in R sodass U C Uy x --- x U,. Fiir jedes solche j gibt es damit ein £; > 0 mit
(xj —€j, 25 +¢5) CUj. Also ist fiir € = min’}_, £; der metrische Ball B (x) C U, und damit U € N (x).

Ein ganz dhnliches Argument (jeder metrische Ball im Sinne von d, ist eine Produktumgebung) liefert,

dass N°°(z) ¢ NP (z). O

Der obige Beweis regt an, iiber Metriken, welche von einer beliebigen Norm induziert werden, nachzu-
denken; stimmen die induzierten Topologien auch fiir solche mit der Produkttopologie iiberein? Bevor wir
dies tun, benétigen (und beweisen) wir noch einige grundlegende Tatsachen iiber den R™.

LEMMA 55. Der metrische Raum (R™, ds) ist vollstindig.

BEWEIS. Sei (27);en eine Folge in R", und 27/ = («2,...,20). Fiir jedes k = 1,...,n ist (xi)jeN eine
Folge reeller Zahlen; und wegen Lemma 54 ist
j L i L i
23 — @kl < [|l2? — 2| < [lo7 = 2",

also (mi)jeN eine Cauchyfolge in R fiir jedes k = 1,...,n. Nach Theorem 9 gibt es also 2 = lim;_, xfﬂ An

dieser Stelle kénnen wir auf Theorem 32 verweisen, um zu sehen, dass (27 )jeoc konvergiert, oder “zu Fuss”

zeigen, dass lim;_, o x) = xq. Sei dazu € > 0 gegeben. Fiir jedes k = 1,...,n gibt es ein Ny sodass
|$i—$2|<67 ]ZNk,

gilt. Fiir j > Ng = max{Ny,..., N,} gilt damit

n
dy(a7,2°) = |27 — mOH2 < |7 —onl = Z:|acf€ — 29| < ne.
k=1

Also konvergiert 27 gegen 2° im Sinne der Metrik ds. ]
LEMMA 56. Der metrische Raum (R™,dy) erfillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

BeEwEIs. Nachdem die Topologie von (R™, d3) das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, geniigt es zu zeigen,
dass es eine abzihlbare dichte Teilmenge D C R"™ gibt; wenn wir fiir jedes Element d dieser Teilmenge eine
abzihlbare Umgebungsbasis B(d) offener Umgebungen wéhlen, so stellt sich

B= ] B(d)
deD

als abzéahlbare Basis der Topologie heraus.
Wir behaupten, dass die abzéhlbare Menge Q™ C R"™ dicht ist. Sei also U C R™ offen (nicht leer); wir
miissen zeigen, dass U N Q" # (). Sei © = (x1,...,%,) € U beliebig. Dann gibt es ein € > 0 mit B> (z) C U.
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Nachdem BZ*(z) = [[_,(; — €,2; + ¢) ist, gibt es nach Lemma 7 fiir jedes j = 1,...,n ein r; € Q mit
rj € (x; — e,z +¢€). Damit ist (r1,...,7m,) € Q" NU. O

SaTz 33. K C R™ ist kompakt (in der von der Metrik do induzierten Topologie) genau dann, wenn K
beschrinkt und abgeschlossen ist.

BEWEIS. Nachdem R"™ das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, geniigt es zu zeigen, dass K genau dann
folgenkompakt ist, wenn K beschrinkt und abgeschlossen ist.

Wenn K nicht beschrénkt ist, so gibt es fiir jedes n € N ein z,, € K mit d(z,,0) > n, und die
so konstruierte Folge (z,)nen kann keine konvergente Teilfolge beinhalten: Wenn (z,,, )ren eine beliebige
Teilfolge ist, so gibt es fiir jedes K € N ein L € N mit |z¢| > |z, | + 1, fiir alle £ > L, insbesondere ist
|€n, — @, | > 1 fiir ny > L. Die Teilfolge (2, )ren ist damit keine Cauchyfolge, also auch nicht konvergent.

Ist K nicht abgeschlossen, so gibt es einen Punkt p € K \ K. Damit gibt es nach Lemma 41 eine Folge
(kj)jen in K, welche gegen p konvergiert. Damit konvergiert aber auch jede Teilfolge von (k;)jen gegen

p¢ K.
Sei nun K beschrinkt und abgeschlossen, und (27) ey eine Folge in K, wobei 27 = (27, ...2J). Dann sind

. -1
die Folgen reeller Zahlen (7 );en beschriinkt; nach Theorem 6 gibt es eine konvergente Teilfolge (z7°)sen von
(1) jen. Aus dem gleichen Grung finden wir eine weitere Teilfolge (297 ) geny von (acjl’ )een mit der Eigenschaft,

.1 -1
dass sowohl (27° )sen als auch (27 )¢en konvergieren; wir fahren entsprechend fort und erhalten schlussendlich
eine Teilfolge (27¢)en von (z7) jen mit der Eigenschaft, dass es fiir jedes £ = 1,...,n den Grenzwert

limy_y o0 xi‘? = :vg gibt. Nach Theorem 32 ist also limy_, 2t = 2%, und nachdem K abgeschlossen ist, ist
2% € K. Also enthilt (27 )jen eine Teilfolge, welche gegen einen Punkt in K konvergiert. O

LEMMA 57. Sei ||-|| eine Norm auf R™. Dann ist ||| mit ||-||, vergleichbar, d.h. es gibt Konstanten
c,C' > 0 sodass

cllvlly < vl < Cloll, -

BEWwWEIS. Wir behaupten zunéchst, dass die norm ||-|| stetig (im Sinne der von |||, definierten Topologie)
ist. Mit Hilfe der Finheitsvektoren

jter Eintrag

kénnen wir x = (z1,...,2,) € R™ als

— el
x—E zje

j=1
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schreiben. Seien nun z und z° Punkte in R™. Dann ist nach Lemma 53

d*(ll2ll, [|«°]]) = [ llll = [|=°[|

< ||l =%

n

S (i — ad)et

k=1

n
<D lwe =Rl et
k=1

< (g:l |2k — rv%l2>é (g:l He’“H);
> 'fu)é o - a2,

k=1

(Z| k||) (2%,

k=1

Sei nun € > 0 gegeben, dann wéhlen wir
€

(Sp_y e[l

und nach der Ungleichung oben ist, wenn ds(z,2%) < 4,

(5:

)

dR(HxH,HxOn)g(zuew) a(es5") <<i||ek“> -

Die Einheitssphére S*~! = {x € R": ||z||, = 1} ist beschréinkt und abgeschlossen (als Urbild der abgeschlos-
senen Menge {1} C R unter der stetigen Funktion ||-||,); also kompakt. Die stetige Funktion ||-|| ist positiv
auf S"~! und nimmt ihr (positives) Minimum und Maximum an, es gibt also ¢, C' > 0 mit ¢ < ||z|| < C fiir
alle z € S™~ L. Ist nun x € R™ beliebig, so gilt

Nl=

also ist

<,

<| e

[E41P

und damit
cllzlly <zl < Oz, -
O

Satz 34. Sei ||-|| eine Norm auf R™. Dann ist die von der Metrik d(z,y) = ||z — y|| induzierte Topologie
auf R™ die Produkttopologie. Wenn d eine andere durch eine Norm induzierte Metrik ist, so ist d mit d
vergleichbar, d.h. es gibt Konstanten ¢,C > 0 sodass

cd(z,y) < d(z,y) < Cd(x,y).

BeEwEIs. Nach Lemma 57 sind die Normen ||-|| und |[|-||, miteinander vergleichbar und induzieren damit
dieselbe Topologie, welche nach Theorem 32 mit der Produkttopologie iibereinstimmt.

Nachdem jede beliebige Norm mit der 2-Norm vergleichbar ist, sind je zwei beliebige Normen auch
miteinander vergleichbar, damit sind die dadurch gegebenen Metriken vergleichbar, und induzieren nach
Lemma 45 dieselbe Topologie. O
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3.3. Allgemeine Vektorriume. Sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung ||| : V' — R heisst
eine Norm auf V', wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt: Hier fehlt noch was!
(N1) ||v]| > 0 fiir alle v € V, ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0.
(N2) |[M]| = |A] Jv] fiir alle A € R und v € V.
(N3) [Jv+w| < ||v]| + |lyw| fir alle v,w € V.
Wir sagen dann, (V, ||-||) ist ein normierter Raum. Eine Norm induziert durch d(u, v) = ||v — u|| eine Metrik,
und damit eine Topologie auf V. Wenn wir von metrischen Eigenschaften eines normierten Raums sprechen,
bzw. von topologischen Eigenschaften, so beziehen wir uns immer auf die von der Norm induzierte Metrik
(bzw. Topologie). Ein normierter Raum (V/ ||-||) heisst Banachraum, wenn er als metrischer Raum vollstéindig

ist.
LEMMA 58. Die Abbildung ||| : V — R ist stetig.
BEWEIs. Es gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung:
d*([[vll, wl) = vl = Jwl | < llv = w]| = d(v, w).
Ist also € > 0, so gilt fiir d(v,w) < § := e die Ungleichung d®(||v||, ||w]|) < &. O

SaTz 35. Seien (Vi, ||-[l;) und (Va,||-||y) normierte Riume. Eine lineare Abbildung A: Vi — Vs ist stetig
genau dann, wenn es eine Konstante C > 0 gibt, sodass ||Aully < C'||ul|, fir alle w € Vi gilt. In diesem Fall

wird die Zahl N
4] = sup{' tly o}
[Jwlly

als die Operatornorm von A bezeichnet.
BEWEIS. Sei zuniéichst A stetig. Dann gibt es einen Ball Bs(0) sodass B(0) ¢ A~1(B}(0)) ist, d.h.
[Aull, <1, wenn|ull; <6.

Ist w € Vi beliebig, so ist

2Mjullyl, 2 7
und damit
|4z )], =1
2”“”1 2
also
2
l4ull, < 5 lull, -

Ist umgekehrt ||Aull, < C ||lul|, und uy € V sowie € > 0 gegeben, so ist fiir u € B}(ug), wo § = ¢/C die
Ungleichung

02(Aug, Au) = || Aug — Aull, = | A(u — o)y < C lu — uolly, = Cd(u, u) < =
erfiillt, also A stetig im Punkt ug. Nachdem uq beliebig war, ist A stetig. O
Sei nun (V, ||-]|) ein normierter Raum. Dann kénnen wir durch
(v, w) = max{[[o]|, [lw][}

eine Norm auf V2 definieren, welche die Produkttopologie auf V2 induziert (die Rechnungen sind ganz analog
zum Fall des R™); aus Lemma 54 folgt, dass diese Norm auf V2 vergleichbar mit der Norm, welche durch

(v, w) = [Jvf| + [l
definiert wird, ist. Es gilt, dass die (lineare) Abbildung
(v,w) = v+ w

stetig (auf V2 versehen mit der Produkttopologie) ist, da ja ||v + w| < ||v]| + ||w|| < 2max{||v||, [|w|} gilt.
Auch die skalare Multiplikation (A, v) — Av ist eine stetige Abbildung auf R x V' (versehen mit der Produkt-
topologie) mit Werten in V' (der Beweis kann entweder wie oben oder durch eine Adaption des Beweises von
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Lemma 29 erfolgen). Mit anderen Worten: Die Operationen der Addition und der Skalarmultiplikation sind
stetig.

SATZ 36. Sei A: R™ — R™ eine lineare Abbildung. Dann ist A stetig.

BEwELs. Wir kénnen den R™ und den R™ nach Lemma 57 mit einer beliebigen Norm versehen. Wir
wihlen die co-Norm, und versuchen, ein C' > 0 mit ||Aul| < ||ul|,, fir alle v € R™ zu finden. Die lineare
Abbildung A ist durch eine m x n Matrix gegeben, d.h.

(Au); AL AL Uy
Au=| ... | =| : : L
(Aw)m, AL oan ) \u,

h. (Au); = Yr_) Afuy. Also ist

Ay < 3 A < (z A?) .
k=1 k=1
und damit
n
< [ m3 k )
14wl < (Iy_af; IA]|> lull o

=:C

O

Wir kénnen nun ein weiteres wichtiges Beispiel eines Banachraums geben: fiir einen topologischen Raum
X ist C(X) der Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf X. Wenn X kompakt ist, so ist C'(X),
versehen mit der Supremumsnorm

ll¢llo = sup [p(z)],
xeX

welche nach Lemma 37 jene Norm ist, die von B(X) kommt, ein Banachraum. Bevor wir zum Beweis
schreiten, schicken wir ein — zunéchst unabhéngiges — Lemma voran.

LEMMA 59. Sei F' C C(X) eine Menge von Funktionen mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes x € X und
jedes € > 0 gibt es eine Umgebung U € N (z) sodass f(U) C B:(f(x)) fiir jedes f € F gilt.
Dann gibt es fiir jedes & > 0 eine endliche Uberdeckung

LEMMA 60. Sei X ein kompakter topologischer Raum, und (p;)jen C C(X) eine Cauchyfolge im Sinne
Supremumsnorm auf C(X). Dann gibt es eine stetige Funktion ¢ € C(X) sodass ¢ = limj_, @; im Sinne
der Supremumsnorm ist.

BEWEIS. Da ¢; eine Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm ist, ist fiir beliebiges x € X die Folge
(¢j(2))jen C R konvergent, und wir definieren ¢: X — R durch ¢(z) = lim;_, ¢;(z). Wir behaupten, dass
@ = lim; ¢;(z) € C(X). Sei dazu zp € X und € > 0 beliebig. Wir wéhlen ein N € N mit |p;(z) — pr(z)| < ¢
fiir alle jN. Da pn € C(X), gibt es eine Umgebung O

Definition 33. Eine Abbildung (-,-): V' x V' — R heisst ein inneres Produkt auf V, wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:
(P1) (v,v) >0, und (v,v) = 0 genau dann, wenn v = 0;
(P2) (v,w) = (w,v) fiir alle v,w € V;
(P3) (u,v+ Aw) = (u,v) + Mu,w) fiir alle u,v,w €V, A € R.
Wir nennen das Paar (V, (-, -)) einen Innenproduktraum, und schreiben ||v|| = v/ (v, v).
Es ist leicht zu zeigen, dass die so definierte Abbildung ||-|| die Eigenschaften (N1) und (N2) einer Norm
erfiillt. Fiir die Dreiecksungleichung benétigen wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

LEMMA 61. Sei (V,(-,-)) ein Innenproduktraum. Dann gilt {v,w) < ||Jv||||w| fir alle v,w € V.
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BeEwEIs. Fiir jedes A € R gilt
0 < (v —Aw,v—Aw) = ||[v]|* = 2A(v, w) + A (w, w),

also insbesondere, falls w # 0, fiir A = Tﬁuﬁ’g :
2
9 (v, w) (v, w) 2 (v,w)?
0< [lofI” =2 2<v,w>+< 2> (w,w) = [[v]|” - 7
[Jwl] [Jwl] [Jwl]

oder gleichbedeutend
(v, w) < [{v, w)| <ol lwl};
nachdem die Ungleichung trivialerweise auch fiir w = 0 gilt, fiir alle v,w € V.

LEMMA 62. Die oben definierte Abbildung ||-| ist eine Norm auf V.
BEWEIS. Wir miissen nur noch die Dreiecksungleichung zeigen. Seien v, w € V beliebig, dann ist
||1}er||2 = (v+w,v+ w)
= [loll* + 2(v, w) + (w,) 2
< ol + 2ol flw] + (w, 2
= ([[oll + flwl)*.
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KAPITEL 3

Differentialrechnung

1. Der Begriff der Differenzierbarkeit

Definition 34. Sei f: (a,b) — R eine reelle Funktion, x € (a,b). Wir sagen, f ist differenzierbar im Punkt
x, wenn der Grenzwert der Differenzenquotienten

. f(x—l—h)—f(x)_ ’
Y = (@)
existiert. Der Grenzwert f’(z) wird als die Ableitung von f im Punkt = bezeichnet.

Ist f in jedem Punkt von (a,b) differenzierbar, so sagen wir, f ist auf (a,b) differenzierbar. Den Raum
der differenzierbaren Funktionen auf (a,b) bezeichnen wir mit D ((a,b)); fiir f € D ((a,b)) ist die Ableitung
f": (a,b) = R eine auf (a,b) definierte Funktion.

Beispiel 26. Die Potenzfunkztionen z — z", n € N sind in jedem Punkt z € R differenzierbar, d.h.
f(x) =2z" € D (R):

(@t h)" - N\ n—jpj _ . n—1

pim, h _ilﬂ%hz j)r I = mat
also f'(x) = na™ L.
Ubungsaufgabe 31. Zeige, dass die Funktionen 2 + 2" fiir n € N differenzierbar auf R \ {0} sind, und
berechne ihre Ableitungen.

Eine einfache Umformulierung von Definition 34 ist die folgende: f: (a,b) — R ist differenzierbar in
x € (a,b) genau dann, wenn es eine Zahl A € R sodass die durch

(3) R(h) = f(z +h) = f(z) = Ah,
fiir h € (—6,0) fir ein 6 > 0 definierte Funktion R die Eigenschaft hat, dass
tim 2 _ o b, R(h) = hR(h) mit lim, R(h) = 0.
—

h—0

Die Zahl X ist eindeutig bestimmt, und A = f’(z). Insbesondere ist limy,_,o f(z+ h) — f(z) = 0, also f stetig
im Punkt x. Diese wichtige Folgerung aus der Differenzierbarkeit formulieren wir auch:

LEMMA 63. Sei f: (a,b) — R differenzierbar im Punkt x € (a,b). Dann ist f stetig im Punkt x.
Insbesondere ist D ((a,b)) C C ((a,b)).

Bemerkung 9. Wir bemerken noch einmal explizit, dass Differenzierbarkeit wesentlich stérker als Stetigkeit
ist. Eine Funktion f ist stetig im Punkt z € (a,b), wenn limy,_,o f(z+h)— f(x) = 0 ist. Wenn f differenzierbar
im Punkt z ist, so gilt sogar dass es ein C' > 0 gibt sodass |f(z + h) — f(z)| < Clh| fir kleine h ist: Da

lim %h) =0 in (3) ist, sehen wir, dass es ein § > 0 gibt mit

)

Dann ist |f(z+ h) — f(x)| < (JA\| + 1)|h] fiir |h] < 0.

Fin explizites Beispiel einer Funktionen, welche stetig im Punkt O aber nicht differenzierbar im Punkt 0
ist, ist z — /.
Ubungsaufgabe 32. Zeige die letzte Behauptung: x — /z ist nicht differenzierbar im Punkt 0.
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Eine graphische Interpretation der Ableitung kann man wie folgt erhalten: Der Differenzenquotient

fle+h) - f(z)
h
ist der Anstieg der Geraden, welche die Punkte (z, f(z)) und (z + h, f(z + h)) im Graphen von f verbindet.
Die Gerade durch (z, f(x)) mit Anstieg f'(z) ist also die Tangente an den Graphen von f im Punkt (z, f(z)).

Ubungsaufgabe 33. Zeige, dass die Betragsfunktion = ~ |z| auf R\ {0} differenzierbar ist und berechne
ihre Ableitung. Ist sie im Punkt 0 differenzierbar?

Oft ist es interessant, Ableitungen auch in Randpunkten von Intervallen zu betrachten; die dort gebildeten
Grenzwerte sind natiirlich einseitig zu bilden. Wir kénnen auch ein wenig allgemeiner definieren:

Definition 35. Sei f: X — R eine reelle Funktion, £ € X ein Haufungspunkt von X. Wir sagen, f ist
differenzierbar im Punkt x, wenn der Grenzwert der Differenzenquotienten

h—0
r+heX

existiert. Der Grenzwert f’(z) wird als die Ableitung von f im Punkt z bezeichnet.

Ist f in jedem Punkt von X differenzierbar, so sagen wir, f ist auf X differenzierbar. Den Raum der
differenzierbaren Funktionen auf X bezeichnen wir mit D (X); fir f € D (X) ist die Ableitung f': X — R
eine auf X definierte Funktion.

Diese Definition ist sehr allgemein; wir werden sie spéter nur in Spezialfillen (fiir kompakte Intervalle
X) genauer ausleuchten. Zuvor wollen wir einige Rechenregeln erkunden.

LEMMA 64. Seien f,g im Punkt © € X differenzierbar, und A € R. Dann sind auch die Funktionen
A+ g, fg, sowie f/g (letztere allerdings nur, falls g(x) # 0) im Punkt x differenzierbar, und fir die
Ableitungen gilt:

A +9)(x) = Af'(x) + ¢ () Summenregel
(f9)'(z) = f'(z)g(x) + f(z)d (x) Produktregel
<§) (x) = / (x)g(:cg)(x)éf(x)g (2) Quotientenregel

BEWEIS. Die erste Behauptung des Lemmas wird als Ubungsaufgabe dem Leser iiberlassen. Fiir die
Produktregel rechnen wir wie folgt:

flt+h)gl@+h) = flx)glx)  fla+h)glz+h) = flz+h)g(x)+ flz+ h)g(x) — f(z)g(x)
h h
glx+h)—g(x flx+h)— f(z
= fla w290 gy SN 2 T
und lassen nun h — 0; nach Lemma 63 ist f stetig im Punkt z, und damit ist, nachdem die Limiten der
einzelnen Terme auf der rechten Seite der Gleichung alle existieren, auch fg im Punkt z differenzierbar, und
(f9)'(z) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) wie behauptet.
Fiir die Quotientenregel ist es nun genug, zu zeigen dass fiir g(x) # 0 der Bruch 1/g im Punkt z
differenzierbar ist, und (1/g)'(z) = —g'(x)/g(z)? gilt. Wir berechnen nun

1 1

gz +h)  g(x) _ 1 g(z) —g(z +h)
h g(z + h)g(x) h
und sehen, dass nach Vorraussetzung der Grenzwert (wir verwenden wieder Lemma 63) fiir o — 0 der

Terme auf der rechten Seite der Gleichung existieren, und somit (1/g) differenzierbar im Punkt = mit der
behaupteten Ableitung ist. O

Bemerkung 10. Die Menge D (X) ist also ein Ring, genauer gesagt, eine Algebra iiber R. Insbesondere
folgt aus der Differenzierbarkeit der Funktion = auf R, dass D (R) alle Polynomfunktionen enthélt.
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Ubungsaufgabe 34. Die Ableitungen der Polynomfunktionen haben wir im Prinzip schon in Beispiel 26
berechnet. Zeige nochmals, diesmal unter Verwendung der Produktregel und mit Hilfe von Induktion, dass
die Ableitung von f(z) = 2™ durch f/(z) = na™! fiir n € N gegeben ist.

Die letzte wichtige Rechenregel ist die Kettenregel.

LEMMA 65. Seien f,g gegeben, sodass die Zusammensetzung go f in einer Umgebung von x Sinn macht.
Ist nun f an der Stelle x differenzierbar, und g an der Stelle f(x) differenzierbar, so ist go f an der Stelle
x differenzierbar und es gilt

(g0 f)(z) =g (f(2)f (x).
BEWEIS. Die Kettenregel folgt, indem man

9(f(@+h)) —g(f(x) _ g(flx+h)—g(f(x)) flx+h)—flz)
h flx+h)— f(x) h
schreibt und den Grenzwert h — 0 bildet. Dabei muss natiirlich das Problem, dass der Nenner des ersten
Bruchs durchaus 0 sein kann, beriicksichtigt werden. Es ist deswegen von Vorteil, entweder die Umformulie-
rung in (3) zu verwenden (um die notwendig Fallunterscheidung zu vermeiden).

Wir schreiben deswegen

gy +k) —g(y) — g W)k =kS(k), flz+h)— f(z)— f(x)h=hR(h),

und rechnen:

g(f @+ 1) = g(f@) = ¢ (F@)(f(a+h) = (@) + (@ +h) = [@)S(f(a+h) - [(x))
= (9(F@) + S(fla+h) = f(a))) (F(z +h) = f(2))
= (9 (F@) + 3(f@+ ) = f(@) (' (@)h + hR(R))
= (/' (F@) + S/ (@ + h) = f@))) (') + R().
Damit ist
tim ALV =G _ iy (@) + S4 -+ 1) — £) () + ()
= ¢ (f@)f (@)

2. Der Mittelwertsatz und Folgerungen

Seien z,y € [a,b], und f eine Funktion auf [a, b]. Der Wert
flz) — f(y)
r—y
ist kann als mittlere Anderungsrate von f zwischen  und y aufgefasst werden. Wenn nun y = x + h ist und
wir den Grenzwert fiir y — = (oder h — 0) dieses Differenzenquotienten betrachten, so macht es Sinn, die

Ableitung f'(x) als momentane Anderung von f im Punkt z aufzufassen. Der Mittelwertsatz erlaubt es uns,
diesen Zusammenhang zu prézisieren.

Satz 37 (Mittelwertsatz). Sei f € C ([a,b]) N D ((a,b)). Dann gibt es ein & € (a,b) mit
/ f(b) — f(a)
[ = .
BEWEIS. Sei
9(x) = (b—a)f(z) + (a — ) f(b) + (z — b) f(a).
Dann ist g(a) = g(b) = 0, und nach Lemma 64, wieder stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Wir
behaupten, dass es einen Punkt £ € (a,b) gibt, fiir welchen ¢’(£) = 0 ist; fiir diesen Punkt ¢ ist also

0= (b—a)f' (&) + f(a) — f(b)
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wie verlangt.

Wenn g(x) konstant auf [a,b] ist, so gibt es nichts zu zeigen. Ist g(x) nicht konstant auf [a,b], so
nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass max,epqp g() > 0. Sei & ein Punkt mit
9(§) = max,e[q,p) 9(v). Dann ist auf der einen Seite, da g im Punkt ¢ differenzierbar ist,

/ . g(E+h)—g(©)
= <
g'(€) ,{1{1}) W <0,
und andererseits €+ ©
’ . gl&+h)—g
= — L = >
g = Jim, h =0
also ¢'(¢§) = 0 wie behauptet. O

Die im Beweis dieses Satzes gemachte Beobachtung (wenn g ein Maximum an der Stelle £ hat, so ist
g’ (&) = 0) wollen wir festhalten:

LEMMA 66. Sei g eine stetige Funktion auf X. Wenn g ein (lokales) Mazimum an der Stelle £ hat, und
an der Stelle & differenzierbar ist, so ist g’(§) = 0.

Die Umkehrung dieses Satzes stimmt nicht, wie das Beispiel der Funktion z — 23 zeigt.

KOROLLAR 4. Sei f € C ([a,b]) N D ((a,d)), und f'(x) >0 (bzw. f'(x) > 0) fiir x € (a,b). Dann ist f
(strikt) monoton wachsend auf [a,b].

BEWEIS. Fiir beliebige z,y € [a,b], © < y, gilt nach Theorem 37, dass
fy) = f@) =€y —=)=0bzw. >0

nach Vorraussetzung, also ist f (strikt) monoton. ]

Nicht immer fiihrt die Verwendung des Mittelwertsatzes zu optimalen Aussagen:
KOROLLAR 5. Sei f € C([a,b]) N D ((a,b)), f' € C((a,b)), und f'(x) > 0 fir z € [a,b]. Wir schreiben
¢ = f(a), d = f(b). Dann gibt es eine Funktion g € C ([a,b]) N D ((c,d)) welche f(g(y)) =y firy € [c,d]
und g(f(x)) =z fir x € [a,b] erfillt. Die Ableitung von g ist gegeben durch
1
/
9\Y) = 777
) f'(9(y))
BEWEIS. Da f strikt monoton wachsend und stetig ist, gilt dass die inverse Funktion g definiert, stetig,

und wiederum strikt monoton wachsend ist. Sei y € (¢,d), dann ist h = f(g(y+h)) — f(g(y)) = f (&) (g(y +
h) — g(y)) und damit

gly+h) —gly) _ 1

h f'(&n)’
wenn wir A — 0 gehen lassen, folgt £, — ¢g(y), und damit (da f’ stetig ist), dass g differenzierbar an der
Stelle y ist, mit der behaupteten Formel fiir die Ableitung. O

Ubungsaufgabe 35. Tatsichlich geniigt es, anzunehmen, dass f an der Stelle z differenzierbar ist, dann gilt,
dass f~1 an der Stelle f(z) differenzierbar ist, und (f=1)'(f(x)) = 1/(f'(x)). Zeige diese Behauptung direkt
aus der Definition der Differenzierbarkeit und interpretiere die Aussage graphisch; genauer: Sei f: [a,b] —
[c,d] strikt monoton und stetig. Wenn f an der Stelle x differenzierbar ist, dann ist f~! an der Stelle f(z)
differenzierbar.

LEMMA 67. Sei f € C([a,b]) N D ((a,b)). Angenommen f'(z) lisst sich stetig nach [a,b) (bzw. (a,b])
fortsetzen. Dann ist f auch in a (bzw. b) differenzierbar, und f' ist stetig auf [a,b) (bzw. (a,b]).

BEwEIS. Wir betrachten den Fall des linken Endpunkts; analoge Argumente geben das entsprechende
Resultat im rechten Endpunkt des Intervalls. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes erhalten wir fiir jedes h ein
& € (a,a+ h) mit f(a+h) — f(a) = f'(&,)h. Also ist

fla+h) - fa)

li = lim f/'(&,);
Jimy N Jim, f (&n);
der Grenzwert auf der rechten Seite existiert aber nach Vorraussetzung, da &, — a fiir h \ 0. O
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Ableitungen von differenzierbaren Funktionen sind speziell (d.h. nicht jede Funktion tritt als Ableitung
auf); eine interessante Eigenschaft ist die Zwischenwerteigenschaft, welche Ableitungen erfiillen.

KOROLLAR 6. Sei f € D ((a,b)), ¢,d € (a,b), f'(c) <y < f'(d). Dann gibt es ein & € (c,d) mit
&=y

BEWEIS. Sei g(z) = f(x) — yx. Da g stetig ist, nimmt es zwischen ¢ und d sein Minimum auf [¢, d] an,

sagen wir, an der Stelle £. Nachdem ¢'(c¢) < 0 und ¢'(d) > 0 ist, muss dieser Punkt & € (¢, d) erfiillen. Nach
Lemma 66 folgt ¢’'(£) = 0, also f/(§) = v. O

Um Nullstellen von Funktionen zu finden, verwendet man oft Newtons Methode:

KOROLLAR 7. Sei f € C([—a,a]) N D ((—a,a)) mit stetiger Ableitung f' € C ((—a,a)), f'(0) # 0, und
f(0) = 0. Dann gibt es ein € > 0 sodass fiir jedes x¢ € [—¢,¢&| die durch

- fl=y)

EALERR f'(z5)
J

definierte Folge x; gegen die Nullstelle 0 von f konvergiert.

BeEWwEIS. Wir withlen € so klein, dass fiir beliebige &, 1 € [—¢, €]

‘1 G

f'(n)

Wir definieren g(z) = = — ;,((Z)) und behaupten, dass [g(z)| < i|z| ist. Tatséichlich ist (da f(0) = 0) nach
dem Mittelwertsatz fiir ein & zwischen 0 und = die Gleichung f(x) = xf’(€) erfiillt und damit

’<1/2.

I R A €O N B 7 N 1 @t
ool = e~ 5] = |- | =l - g < v
Damit ist |z, | < (1/2)"|xol, also konvergiert x,, — 0(n — c0). O

Ubungsaufgabe 36. Zeige, dass man die Nullstelle 0 durch eine beliebige Zahl ¢ € [a, b] ersetzen kann;
formuliere das entsprechende Ergebnis selber.

Ubungsaufgabe 37. Analysiere den Beweis—kann man die Methode auch durch g(z) =  — C'f(x) fiir ein
geeignetes C' € R ersetzen? (Newton’s Methode hat Vorteile, wenn f sogar 2-mal differenzierbar ist. Dazu
aber spéter mehr.)

Ubungsaufgabe 38. Scien f,g € D ((a,b)) N C ([a,b]). Dann gibt es ein & € (a,b) mit f/(£)(g(b) — g(a)) —
9'()(f(b) — f(a)) = 0.

3. Grenzwertsitze

Wir werden nun vor allem auf kompakten Intervallen [a, b] arbeiten.

Definition 36. Fiir jedes k € N sagen wir, die Funktion f ist k-mal differenzierbar, wenn sie (k — 1)-mal
differenzierbar und die (k — 1)-te Ableitung f*~1) erneut differenzierbar ist; die Ableitung von f*=1 ist
die k-te Ableitung von f und wird mit f*) bezeichnet. Der Raum der k-mal differenzierbaren Funktionen
wird mit D¥ (X) bezeichnet. Ist die k-te Ableitung zusitzlich stetig auf X, so sagen wir, f ist k-mal stetig
differenzierbar und schreiben f € C* (X). Der Raum der stetigen Funktionen auf X wird auch mit C° (X) =
C (X) bezeichnet.

Eine Funktion f, die k-mal differenzierbar fiir jedes k € N ist, wird als glatt bezeichnet, und man schreibt
fel>(X).
Ubungsaufgabe 39. Zeige, dass D* (X) und C* (X) Algebren iiber R sind, sowie die verallgemeinerte
Produktregel: Wenn f,g € D* (X), so ist die k-te Ableitung von fg gegeben durch

(Fg)® = zk: (’;) ) =),
=0
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Fiir endliches k wird der Raum C* ([a,b]) wird mit Hilfe der Festsetzung

1£1l, =D max [f9)(x)]
< z€la,b]
zu einem normierten Raum. Die durch diese Norm induzierte Metrik d(f, g) = || f — g||,, erzeugt die Topologie

der gleichmdssigen Konvergenz in den ersten k Ableitungen (bzw. fiir k = 0 die Topologie der gleichmiissigen
Konvergenz). Wir zeigen, dass C* ([a, b]) vollstindig ist, d.h. C* ([a, b]) ist ein Banachraum:

LEMMA 68. Der Raum C* ([a,b]) ist fiir jedes k > 0, k € N ein Banachraum. Die Abbildung D: C* ([a,b]) —
C*=1 ([a,b]) welche durch (Df)(z) = f'(z) definiert ist, ist stetig.

BEWEIS. Sei zunéchst & = 0. Eine Folge stetiger Funktionen f,, € C ([a,b]) ist eine Cauchyfolge, wenn
fiir jedes € > 0 ein IV € N existiert, sodass fiir alle m,n > N

[fm(2) = fa(2)] <&, @€ [a,b]

gilt. Damit ist fiir jedes fixe x € [a, b] die Folge f,(x) eine Cauchyfolge, und besitzt damit einen Grenzwert,
den wir mit f(z) bezeichnen. Wir behaupten, dass f eine stetige Funktion ist. Sei also £ € [a, ] fix, und
€ > 0. Wir wihlen N sodass

|fm(x) = fu(2)] <&, m,n>N, =z €la,b

gilt.

Lassen wir nun n — oo, sehen wir, dass | f,(z) — f(2)]| fiir jedes m > N und « € [a, b] gilt; insbesondere
gilt, dass f, — f fir n — oo, wenn wir nur zeigen konnen, dass f € C (X). Wir withlen 6 > 0 sodass
[N (&) — fn(z)| < & wenn |€ — | < 4. Es folgt, dass

1£(&) = f(@)] < [f(&) = In(O + [N (&) = In(@)[ + [fn(z) — fl2)] < 3e

wenn |§ — x| < §. Also ist f stetig im Punkt &, und nachdem ¢ beliebig war, auf ganz [a, b].

Es geniigt nun zu zeigen, dass wenn f, eine Folge differenzierbarer Funktionen ist, welche gleichméssig
auf [a,b] gegen eine stetige Funktion f konvergieren, und die Folge der Ableitungen f; gleichméssig gegen
eine stetige Funktion g konvergieren, auch f differenzierbar ist und f’ = g gilt. Sei also = € [a, b] beliebig.
Wir miissen den Grenzwert

fl@+h)— f(z)

h
fiir h — 0 berechnen und zeigen, dass dieser g(x) ist; mit anderen Worten, wir wollen zeigen, dass fiir ein
geeignetes ¢ > 0 die Funktion
flz+h)—f(z)
A — 4 TR e [—ed\ (o)
9(x) h=0

stetig ist. Nach dem ersten Teil des Beweises ist es genug, zu zeigen, dass A(h) der gleichmissige Grenzwert
der stetigen Abbildungen

An(h) — h h e [_Cv C] \ {0}

fi(z) h=0

ist. Falls A,, gleichmissig konvergiert, lim, .., 4, = A; es reicht also, wiederum weil wir schon wissen, dass
C ([—e¢, c]) vollsténdig ist, zu zeigen, dass A, eine Cauchyfolge ist.

Sei also ¢ > 0 beliebig. Fiir jedes h und fiir jedes n existiert ein &, mit |z — &, 5| < |h| sodass
Ap(h) = fl(&nn). Da die f], gleichméssig gegen g konvergieren, gibt es ein N € N mit |/ (¢) — f1(¢)| < ¢
fiir alle t € [a,b] und alle n,m > N. Wir behaupten nun zunichst, dass es ein § > 0 gibt, sodass fiir alle
m > N und alle s,t € [a,b] mit |s — ¢| < § die Ungleichung |f},(s) — f.(t)] < 3¢ gilt. Da ¢ gleichméssig
stetig auf dem kompakten Intervall [a, b] ist, konnen wir ein § wéhlen, sodass |g(s) — g(t)| < € fiir |s —¢| < 4,
s,t € [a,b], und wie folgt abschiitzen:

[ (8) = L] < |1 (5) = 9(s)] + l9(s) — g(®)| + |9 (t) — fra(B)] < 3e.
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Ist also k| < $, so gilt
[An(h) = A (D) = |f5 (Em.n) = fo(&nn)l < 1fr(€mn) = Frn(Enn)l + [fr(Enn) = £r.(Enn)| < 4e,

da [Em.n — &nnl < 2|h] < 6 ist. Auf der anderen Seite ist die Folge von Funktionen A,,, betrachtet auf dem
Intervall [—¢, —d] bzw. [c,d], klarerwelse gleichméissig konvergent (mit Grenzwert A); wir kénnen also ein N
wéhlen, Sodass auch |A, (k) — A (h)| < 4e, wenn h € [—¢, —8] U [¢, 6] und n,m > N. Zusammengenommen
ist dann fiir n, m > max(N, N) und fiir jedes h € [—c, ]

|An(h) — A (h)| < 4e,
also A,, eine Cauchyfolge wie behauptet. |

Ubungsaufgabe 40. Ist die Konvergenz der abgeleiteten Funktionen eine notwendige Vorraussetzung fiir
die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion? D.h. gibt es ein Beispiel einer Funktionenfolge f,,, fiir welche f/
nicht gleichmissig konvergiert, und f = lim,, f,, tatséchlich nicht differenzierbar ist?

4. Implizite Funktionen

Oft haben wir Funktionen als die Losung von Gleichungen gegeben; die Wurzelfunktion /z ist zum
Beispiel als die Losung y(z) der Gleichung y? = z gegeben. Der Satz iiber implizite Funktionen erlaubt
es uns, Gleichungen von der Form F(z,y) = 0 “nach y” aufzulosen, d.h. eine Funktion y(z) zu finden,
fiir die F'(z,y(x)) = 0 gilt. Geometrisch interpretiert man das, indem man in der Nullstellenmenge von F
den Graphen einer Funktion von x sucht. Nicht immer erwartet man, dass Losungen impliziter Gleichungen
wieder differenzierbar sind.

Ubungsaufgabe 41. Zeige, dass die Gleichung y? = 22 eine Losung besitzt, welche an der Stelle 0 nicht
differenzierbar ist.

Um allgemeine Aussagen iiber die Losungen impliziter Gleichungen machen zu kénnen, miissen wir
demnach Anforderungen an F stellen. Die Vorrausetzungen, welche wir hier verwenden wollen, um y(x) zu
finden, sind an die “partiellen” Ableitungen der Funktion F gestellt. Sei F(z,y) also eine Funktion von 2
reellen Variablen x,y, definiert auf dem Rechteck R = [a,b] X [¢,d]. Wir sagen, F ist auf R partiell nach =
bzw. y differenzierbar, wenn der Grenzwert

OF F(x+h,y) — F(x,h)

a5 (&) = Fa(z,y) = lim Y

oF - . F(z,y+k)—F(x,h)
bzw. afy(a:,y)—Fy(%y)—,}g% A

fiir jedes (z,y) € R existiert. Die Funktion F, (bzw. F,) ist die partiellen Ableitung von F' nach x (bzw. y).

SATz 38. Sei F(z,y) auf einem Rechteck R = [—a,a] x [—b,b] definiert und stetig sowie F(0,0) = 0.
Weiters existiere die partielle Ableitung Fy(x,y) auf R und es sei Fy stetig auf R sowie Fy(0,0) # 0. Dann
gibt es ein € > 0 und eine stetige Funktion y(z) auf (—¢,€) sodass F(z,y(x)) = 0 ist.

Ist dariiberhinaus auch F,, auf R stetig, so ist y differenzierbar, und es gilt

oy Fa(zy(@))
V) =~ @@

BeEwEIS. Wir konnen oBdA annehmen, dass Fy(0,0) > 0 ist. Da F), stetig ist, ist auf einem mdoglicherweise
kleineren Rechteck F,(x,y) > 0; wir ersetzen unser gegebenes Rechteck gegebenenfalls durch ein solches und
nehmen an, dass F,, > 0 auf R gilt. Fiir jedes © € [—a, a] ist die Funktion y — F(z,y) dann strikt monoton
steigend auf [—b, b]. Insbesondere gilt F'(0,—b) < 0 und F(0,b) > 0; indem wir die Stetigkeit von F verwen-
den und uns falls notwendig wiederum auf ein kleineres Rechteck einschrénken, kénnen wir annehmen, dass
F(z,—b) <0 und F(z,b) > 0 fir z € [—a, a] gilt.

Wir definieren nun fiir fixes « € [—a, a] den Wert y(z) als die eindeutige Lésung der Gleichung F'(z,y) =0
welche nach Korollar 5 existiert, und zeigen, dass y stetig ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dass y(z) stetig
am Punkt 0 ist; die anderen Punkte kénnen durch die Anwendung desselben Arguments erhalten werden.
Angenommen also, y(x) ist nicht stetig im Punkt 0. Da nach Vorraussetzung y(0) = 0 ist, gibt es deswegen
ein 6 > 0 sodass |y(x;)| > ¢ fur eine Folge z; mit x; — 0 fiir j — oco. Die Folge (x;, y(x;)) ist dann eine Folge
im kompakten Rechteck R; durch Ubergang zu einer konvergenten Teilfolge kénnen wir also annehmen, dass
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(0,9y0) = limj o0 (xj, y(z;)) ist, und |yo| > 6 > 0. Da F stetig ist, ist F'(0,yo) = lim;_,o F(x;,y;) = 0; nach
Vorraussetzung ist aber y = 0 die eindeutige Losung von F(0,y) = 0, was einen Widerspruch darstellt.
Um die Differenzierbarkeit von y zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dass

h—0 h

:07

da f(z,y(x)) = f(x + h,y(x 4+ h)) = 0, gilt. Die Differenz kénnen wir mit Hilfe des Mittelwertsatzes als
F(z,y(x)) — F(x + h,y(x + h)) = (F(z,y(z)) — F(x + h,y(x))) + (F(x + h,y(x)) — F(z + h,y(z + h)))
= —Fo(&n,y(@))h + Fy(x + h,mn) (y(x) — y(z + 1)),
wo |x — &p| < |h| und | — y(x)| < |y(z) — y(z + h)| ist. Damit gilt, dass

Y@ @ h) L FRny(@) _ Fo(ay)
h—0 h h—0 Fy(z + h,np) Fy(l‘,y(@“))’

da der Grenzwert auf der rechten Seite existiert; also ist y differenzierbar an der Stelle x mit der behaupteten
Formel fiir die Ableitung. a

Ubungsaufgabe 42. Im Beweis des Satzes haben wir Korollar 5 angewendet. Zeige, dass man eine lokale
Form dieses Korollars auch aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgern kann: Wenn f(z) eine Funktion
ist, welche differenzierbar in einer Umgebung von 0 ist, und f/(0) > 0, dann gibt es ein ¢ > 0 und ein g,
welches auf [f(—e¢), f(g)] definiert ist und fog=go f =id erfiillt.

Ubungsaufgabe 43. Die Funktionen z”, wo r eine rationale Zahl ist, sind an allen Stellen x # 0 differen-
zierbar. Finde auch eine Formel fiir die Ableitung.

REMINDER: vielleicht auch den Fixpunktsatz- Beweis??

5. Taylor’s Satz und Folgerungen

Differenzierbarkeit bedeutet, dass f(xz 4+ h) gut durch die affine Funktion f(z) + hf’(z) approximiert
wird, in dem Sinn, dass
R(z,h) = f(z+h) = f(z) = f'(x)h
die Eigenschaft hat, dass
lim Rz, h)
h—0

=0.

Die genaue Geschwindigkeit, mit der R(x, h) gegen 0 geht, ist damit nicht bestimmt. Oft wiinscht man sich,
dass der Restterm R(z,h) die Eigenschaft hat, dass sogar h=2R(z, h) fiir h — 0 beschrinkt bleibt. Dies ist
nicht immer der Fall, wie das Beispiel von z® fiir « < 2 (um z = 0) zeigt. Diese Funktion ist allerdings auch
nur 1-mal stetig differenzierbar; die zweite Ableitung ist in keiner Umgebung von 0 beschrinkt und bei 0
nicht definiert. Hohere Differenzierbarkeit erlaubt es uns, die lineare Approximation zu verbessern.

Nach dem Mittelwertsatz ist (da R(z,0) = 0)

R(xz,h) = hRp(z, k)

fiir ein k mit |k| < |h|. Nun ist Ryp(x,h) = f'(z + h) — f'(x), also Ry(x,0) = 0 und Rpz2(x,h) = f"(z + h).
Eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes zeigt, dass R(x, h) = hkf"(xz + ¢) fiir ein £ mit [¢] < |k|, was
zeigt, dass h=2R(x, h) beschrinkt ist (fiir h — 0). Wir formulieren eine Variante dieser letzten Beobachtung
als

LEMMA 69. Sei R(h) € C* ([a,b]) N D**1 ((a,b)), a <0 < b, und R(0) = R'(0) = ... R®(0) = 0. Dann
gibt es fiir jedes h € [a,b] ein & mit |En| < |h| sodass
hE+1 (k+1)
RO = GO,
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BEwEIS. Wir definieren

/ 1/ (h*t)Q k
f(t) = R(t) + R'(t)(h —t) + R"(t) 4+ RW (1) ——

2! k'
Nach Ubungsaufgabe 38 gibt es ein £ mit [¢] < |h| sodass
0= f"(&)(g(h) — g(0)) = g"()(f(h) — £(0))
= ROE e P 0 L) — (k4 1)(E - 1RO,
was nach einer einfachen Umformung die Behauptung ergibt. (]

Wir kénnen nun unsere erste Form der Taylorentwicklung formulieren:

Satz 39. Sei f € C* ([a,b]) N D**1 ((a,b)), a < x < b. Dann gibt es fiir jedes h mit x + h € (a,b) ein
¢ € (z,z+ h) sodass

f'(x) B () SEE

j— / ...

flx+h)=f(x)+ f'(x)h+ 51 he 4+ i h® + (k+1)!h .

BEWEIS. Wir betrachten die Differenz
1 (k)
R(h) = f(z) + f'(z)h + %h“‘ 4+ fT(x)hk — f(z+h).

Diese erfiillt die Vorraussetzungen von Lemma 69, und R(k“)(h) = f+D) (z+ h); das ergibt die angegebene
Form des Rests. O

Fiir die erste Anwendung wiederholen wir die Definition eines lokalen Extremums:

Definition 37. Sei f eine Funktion, welche in einer Umgebung von = definiert ist. Dann hat f ein lokales
Mazimum (Minimum) an der Stelle  wenn fiir geniigend kleine h f(x + h) < f(x) (bzw. f(x + h) > f(x))
ist. Das Maximum ist strikt, wenn diese Ungleichungen fiir h # 0 strikte Ungleichungen sind.

KOROLLAR 8. Sei f in einer Umgebung von x zweimal stetig differenzierbar, f'(x) = 0. Dann hat f ein
lokales Minimum an der Stelle x, wenn f”(x) > 0, und ein lokales Mazimum, wenn f"(x) < 0.

Bemerkung 11. Wie das Beispiel von 2 bzw. 2% zeigt, kann falls f”/(0) = 0 ist keine weitere Aussage ohne
weitere Vorraussetzungen moglich.

BEWwEIS. Fiir kleine h > 0 ist

fle+h) = fz)+

2 < f(z), f"(§) <0,
wobei € € (z,z + h). Wenn h geniigend klein gewihlt ist, hat f”(£) dasselbe Vorzeichen wie f”(z). O

f%oﬁ{>ﬂ@,f%a>o

Ubungsaufgabe 44. Zeige die folgende Verallgemeinerung von Korollar 8: Sei f in einer Umgebung von
k-mal stetig differenzierbar, f'(x) = --- = f*=(x) = 0, und f*)(z) # 0. Dann ist x kein lokales Extremum,
wenn k ungerade ist; wenn k gerade ist, so hat f ein lokales Minimum an der Stelle z, wenn f®*)(z) > 0,
und ein lokales Maximum, wenn f*)(z) < 0.

Unser néchstes Korollar zeigt, dass die Konvergenz in der Newton-Methode besser als in Korollar 7
angegeben ist.

KOROLLAR 9. Sei f in einer Umgebung von 0 zweimal stetig differenzierbar, f(0) = 0, und f'(0) # 0.
Dann gibt es eine Umgebung von 0 und eine Konstante M > 0 sodass die durch

i@
A= Fa)

definierte Funktion |g(z)| < M|z|* erfiillt.
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BEwEIs. Wir wenden Theorem 39 am Punkt z an und sehen, dass

")

0= £(0) = f(@) + 7' () (-a) + T
o f@)| |1
N DU A 2 2
(o)l = o~ 8 = | €L o < o
wenn 2 (und damit auch &) nahe geniigend an 0 sind. O

Ubungsaufgabe 45. Im Beweis des vorangehenden Satzes ist nicht besonders klar geworden, wie klein nun
die Umgebung zu wihlen ist, in der eine quadratische Ungleichung gilt. Versuche eine genauere Beschreibung
einer solchen Umgebung zu geben.

Definition 38. Sei I ein (geschlossenes oder offenes) Intervall. Eine Funktion ¢: I — R ist konvez (bzw.
konkav) auf I, wenn fiir alle a,b € I mit ¢ < b und alle \, p € [0,1]] mit A\ +p =1

Fha+ ub) < Mf(a) + uf(b) baw. > Af(a) + uf(b)
ist. @ ist strikt konvex bzw. strikt konkav, wenn die Ungleichung fiir Ay # 0 strikt ist.

KOROLLAR 10. Sei ¢: I — R zweimal stetig differenzierbar. Dann ist @ strikt konver auf I, wenn "
auf I positiv ist, und strikt konkav, wenn ©" auf I negativ ist.

BEWEIS. Seien a,b € I fix, a < b. Wir betrachten die Funktion f(¢): [0, 1] — R, welche durch

f(t) = (1 =t)a+1tb) — (1 —t)p(a) — te(b)
definiert ist. Dann ist f(0) = f(1) = 0. Wenn f nun an einer Stelle von (0, 1) nichtnegativ ist, so muss es in
(a,b) eine Stelle eines lokalen Maximums geben. Es ist f'(t) = ¢'((1 — t)a + tb)(b — a) — ¢(a) — ¢(b), und
() = ¢"((1 — t)a + tb)(b — a)* > 0. Also kann f nach Korollar 8 nur lokale Minima haben, und f ist auf
(0,1) positiv.
Der Fall einer konkaven Funktion wird ganz analog behandelt. O
Wenn eine Funktion ¢: [a,b] — R strikt konvex (konkav) ist, so gibt es genau einen Punkt = € [a, ],

wo ¢ ein lokales (und in diesem Fall auch globales) Minimum (Maximum) hat; das hat zwar mit Taylor’s
Formel nicht viel zu tun, ist aber ein wichtiges Kriterium, weswegen wir es an dieser Stelle notieren:

LEMMA 70. Sei die Funktion ¢: [a,b] — R strikt konver und stetig. Dann gibt es genau einen Punkt
x € [a,b] wo ¢ sein Minimum auf [a,b] annimmt.

BEWEIS. Die Existenz des Minimums wird wegen der Stetigkeit von ¢ garantiert. Angenommen, xg # x1
sind zwei Punkte wo ¢(x0) = ¢(x1) = mingep,p) ¢(x). Dann ist fiir A, p € [0,1] mit X+ = 1 wegen der
strikten Konvexitdt von ¢

(Ao + pz1) < Ap(zo) + pp(21) = min (),
z€[a,b]
was einen Widerspruch darstellt. O

Bemerkung 12. Wir bemerken, dass die Eindeutigkeitsaussage auch erhalten bleibt, wenn man die Existenz
eines Minimums vorraussetzt (ohne dabei Stetigkeit zu verlangen).
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KAPITEL 4

Das Riemannintegral

1. Die Definition des Riemannintegrals
Sei [a, b] ein kompaktes Intervall. Eine Unterteilung U von [a, b] ist ein geordnetes n+1-tupel von Punkten
U= (z9,21,.-,Zn), Woa=x9<x1 <+ <Tp_1<Ty=aq,
ein Vektor von Zwischenpunkten ¢ fiir U ist ein geordnetes n-tupel

£=(&, &), 2 <& <z
Wird definieren 6(U) = max;(z; —x;_1) als die Feinheit von U. Die Riemansumme einer Funktion f: [a, b] —
R (beziiglich U und &) ist definiert durch

n

R(f,U.&) =Y f(&)(a; —zj-1).

Jj=1

Definition 39. Die beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar (im Sinn von Riemann) wenn fiir
jede Folge von Unterteilungen U7 und jede Folge von Zwischenpunkten &7 fiir U7 mit §(U7) — 0 (j — oo) die
Folge der Riemannsummen R(f,U7,¢7) konvergiert. Der (gemeinsame) Grenzwert dieser Folgen wird dann
als das Riemannintegral von f iiber [a, b] bezeichnet und als

) ) b
lim R(f,U7, &) = / f(x) da
j—o0 a

geschrieben; die Menge der im Sinne von Riemann integrierbaren Funktionen wird mit R([a,b]) bezeichnet.

Die Definition des Riemannintegrals mit Hilfe von Folgenlimiten hat den Vorteil, dass wir einfache Ei-
genschaften desselben mit Hilfe der Sétze iiber das Verhalten von Folgenlimiten nachweisen kénnen; sie hat
den Nachteil, dass wir noch nicht viele Beispiele von Riemann-integrierbaren Funktionen angeben koénnen.
Zunéchst wollen wir die Abgeschlossenheit unter einfachen algebraischen Operationen sowie das Monotonie-
verhalten des Integrals besprechen.

LEMMA 71. Seien f,g € R([a,b]). Dann ist fiir jedes A € R auch f 4+ Ag € R([a,b]), und es gilt

/ab(f(x) +Ag(x)) d = /ab fx)dx + )\/abg(x) dw.

Ist fiir jedes x € [a,b] die Ungleichung f(z) < g(x) erfillt, so gilt

/a ' fleydr < / o) e

Ista <c<bund f € R([a,b]), so sind die Einschrinkungen von f auf [a,c] und auf [c, b] iber die jeweiligen
Intervalle Riemann-integrierbar, und es gilt

/abf(x)dx - /:f(x) dw+/cbf(x) dz.

Ubungsaufgabe 46. Beweise Lemma 71.
Ubungsaufgabe 47. Zeige, dass jede Riemann-integrierbare Funktion f beschriinkt ist.
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Es ist bequem, fiir a < b

a b
| f@de == [ sia)as
zu definieren.

In Wirklichkeit kommt es beim Riemannintegral nur auf die Feinheit der betreffenden Unterteilungen
an, wie die néchsten Lemmata zeigen. Zunichst zeigen wir eine Art Cauchykriterium fiir die Riemann-
Integrierbarkeit.

LEMMA 72. Sei f beschrinkt auf [a,b]. Dann ist f Riemann-integrierbar auf [a,b] genau dann, wenn fir
jedes € > 0 ein & > 0 ewistiert, sodass fiir beliebige Unterteilungen U, U? mit §(UY) < &, §(U?) < & und
beliebige Vektoren von Zwischenpunkten € fir U und n fir U? die Ungleichung

‘R(fv Ulvg) - R(fv U27”)| <e
erfillt ist.

BewEis. Ist die Bedingung des Lemmas erfiillt, so ist fiir jede Folge von Zerlegungen U* und Vektoren
von Zwischenpunkten ¢* fiir U* die Folge R(f,U*,&*) eine Cauchyfolge, also konvergent, und damit f
Riemann integrierbar.

Wenn die Bedingung des Lemmas nicht erfiillt ist, so gibt es ein €9 > 0 sodass fiir jedes k in N eine
Unterteilung U* und ein Vektor von Zwischenpunkten ¢* sowie eine Unterteilung V* und ein Vektor von
Zwischenpunkten n* existiert, welche

k 1 k 1

BUN) < 4, B < 5

erfiillen. Die Mischung dieser Zerlegungsfolgen und Zwischenpunkten, d.h. die Folge W} von Zerlegungen
welche durch Wayy, = Uy, und Wag41 = Vi, und die Folge von Zwischenpunkten (i welche durch (o, = & und
Cok+1 = Mk gegeben ist erfiillt dann §(Wy) — 0, ist aber offensichtlich keine Cauchyfolge, konvergiert alo

nicht; damit ist f also nicht Riemann-integrierbar. ]

[R(f,U",€") = R(f. V*.1")| = €0

LEMMA 73. Sei f beschrinkt auf [a,b]. Dann ist f Riemann-integrierbar auf [a,b] genau dann, wenn
es ein I € R gibt, sodass fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, welches die Figenschaft hat, dass fir jede
Unterteilung U mit 6(U) < § und jeden Vektor von Zwischenpunkten £ fiir U die Ungleichung

|R(f7Ua§) _I‘ <e
erfullt ist. In diesem Fall ist

I:/abf(x)dx.

BEWEIS. Wenn die Bedingung des Lemmas erfiillt ist, ist es einfach zu zeigen, dass f Riemann-integrierbar
ist. Ist auf der anderen Seite f Riemann integrierbar, so sei I = f; f(z) dx, und £ > 0 beliebig. Wir wihlen §
mit Hilfe von Lemma 72. Sei nun U* eine Folge von Unterteilungen und ¢ eine Folge von Zwischenvektoren
mit §(Uy) — 0 fiir K — 0o, dann konvergiert nach Vorraussetzung R(f,U*, %) — I fiir k — oo. Wir wihlen
ein N sodass |R(f,UN,¢N) —1I| < e und §(UY) < 6. Dann ist fiir jede andere Zerlegung U und jeden Vektor
von Zwischenpunkten & mit §(U) < §

[R(f,U,&) = I| < |R(f,U,&) = R(f,U", ™) + |R(f,UY,&N) = I| < 2.
|

Wir haben noch immer keine Beispiele Riemann-integrierbarer Funktionen; dies wollen wir nun beheben.
Wir erinnern zunéchst daran, dass die charakteristische Funktion einer Menge F C R durch

0 z¢F
Xe(r) = {1 reFl
definiert ist.
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Definition 40. Wir sagen, eine Funktion ¢ ist eine Treppenfunktion, wenn ¢ eine Linearkombination endlich
vieler charakteristischer Funktionen von nach rechts halboffenen Intervallen ist; d.h. wenn es endlich viele
Aj€Rund a; <bj eR, j=1,...,N, gibt sodass

N
t(x) = Z AjX[a;.b;)
j=1

ist. Der Raum aller Treppenfunktionen bildet einen Vektorraum iiber R, den wir mit T'(R) bezeichnen. Die
Einschridnkungen von Funktionen in T(R) auf ein Intervall [a,b] (oder eine beliebige Teilmenge E von R)
wird mit T'([a,b]) (bzw. T(E)) bezeichnet.

LEMMA 74. Jedes t € T([a,b]) ist Riemann-integrierbar. Wenn

N
@) =D AjXia, )
j=1
mit a <aj; <b; <b firallej=1,...,N ist, so ist
b N
/ t(z)de =Y N;(b; — aj).
a j=1

BEWEIS. Es geniigt nach den Linearitédtsaussagen von Lemma 71, den Fall N = 1 zu betrachten, also
t(x) = AX[a,,b,)- Sei U eine Unterteilung von [a,b] und £ ein Zwischenvektor fiir U, dann ist

n—1
[R(t,U,€) = Maz = b1)| = Y Xjarbn) (§) (@541 — 25) — Aar — by)
j=1

= Z )\(xj — xj_l) — Ma1 —by)

a<§;<b
< 25(U).

Nach Lemma 73 ist also t(x) Riemann-integrierbar, mit dem gewiinschten Integral. O

1.1. Das Darboux-Integral. Ein anderer Zugang zum Integralbegriff ist mit Hilfe von Ober- und
Untersummen; hier wird nicht notwendigerweise mit Funktionswerten gewichtet:

Definition 41. Sei U eine Zerlegung von [a,b], und f eine beschrinkte Funktion auf [a,b]. Dann sind

Ri(f,U)=)" ( sup ]f(§)> (zj —aj1), R-(f,U)=) (ge[ inf f(f)) () — i)

=1 \&€lzj-1,7; =1 z;j—1,7;]

die Riemannsche Ober- und Untersumme von f auf [a,b]. Wir bezeichnen mit
Di(f) =R (f,U), D_(f)=inf R_(f,U)
das obere und untere Darbouzintegral von f.

LEMMA 75. Sei f beschrinkt auf [a,b]. Dann gilt D_(f) < D.(f), und D_(f) = D (f) genau dann,
wenn fir jedes € > 0 eine Unterteilung U existiert mit

R+(f’U) _R—(f7U) <Eé.

BEWEIS. Fiir jede Unterteilung U gilt offensichtlich R_(f,U) < R, (f,U). Seien nun U' und U? beliebige
Unterteilungen. Wir sagen, eine Unterteilung U ist eine Verfeinerung von U, wenn sie alle Unterteilungs-
punkte von U enthélt. Es ist

R—(.f7U)SR—(faﬁ)7 R+(f7U)SR+(faU)
fiir jede solche Verfeinerung U. Wir wihlen U als gemeinsame Verfeinerung von U! und U? und erhalten so
R_(f.U") < R_(f.U) < Ry (f,U) < Ry (£,U?).
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Nachdem U' und U? beliebig waren, konnen wir links zum Supremum und rechts zum Infimum iibergehen
und erhalten D_(f) < Dy (f).

Ist D_(f) = D4(f) =1, so gibt es fiir jedes € > 0 eine Unterteilung U" mit I — R_(f,U") < ¢ und eine
Unterteilung U? welche Ry (f,U) — I < ¢ erfiillt. Damit ist fiir jede gemeinsame Verfeinerung U von U' und
U2

Ri(f,U) = R_(f,U) < Ry(f.U") = R_(f,U?) < 2.
Die andere Richtung ist trivial. ]

Unser n#chstes Lemma erlaubt es uns, eine Verbindung zwischen Darboux- und Riemannintegralen
herzustellen.

LEMMA 76. Sei f beschrinkt auf [a,b] und U eine Unterteilung von [a,b] mit Ry (f,U)— R_(f,U) < e.
Dann gibt es ein 6 > 0 sodass fiir jede Unterteilung V' won [a,b] mit §(V) < 0, dann gilt |R(f,V,&) —
R_(f,0)] < 2¢ und [R(f,V,€) — Ry (f,0)] < 2.

BEwEIs. Sei U = (zg,x1,...,2,) und V = (yo,y1,- - -, Ym) Unterteilungen wie im Lemma. Wir zerlegen
R(£,V,&) = R_(f,U) =>_ [ Wit —v5) — sz<}]gfzk+l f)(@pq1 — k)
J k -

:i S &)W —y) —  inf  fO) @k — ) |

TR <N<Thil
k=0 \¢;€[zr,xr11)

wobel wir im Summanden fiir k = n — 1 statt [z,_1,x,) das abgeschlossene Intervall [x,,_1,x,] verwenden
wollen.
Nach Anwendung der Dreiecksungleichung sehen wir also, dass wir

S fE) Wi —y) — _inf f) (kg — 2x)

T <N<Th41
i€lrr,epr1)

abschétzen miissen. Wir bezeichnen mit y; das kleinste y; # xj, welches in der ersten Summe vorkommt,
und mit yx # i1 das grosste; es ist dann notwendigerweise |y; — x| < §(V) und |yx — xg41| < I(V). Wir
konnen also mit M > sup,¢(, 4 |f(2)| wie folgt abschétzen:

K
D FE) Wi —yy) — inf f(n)(@pi1 — )
j=J

K-1

<2MS(V) + | F(E) (ot — k) + FEx) @rr —yr) + Y F(E) W1 — yj) — inf f(n) (w1 — )
j=J+1

< 2M6(V) + (sup £() — inf f(n)) (w1 — 20).
Summieren wir diese Abschéitzung nun {iber k, so erhalten wir

Damit gilt die Aussage des Lemmas fiir die Untersumme, wenn wir § > 0 so klein wihlen, dass §2nM < e.
Die Aussage des Lemmas fiir die Obersumme wird ganz analog bewiesen. O

Der Zusammenhang zwischen den Darbouxintegralen und der Riemann-Integrierbarkeit wird im folgen-
den Satz zusammengefasst.

SATZ 40. Sei f beschrinkt auf [a,b]. Dann ist f integrierbar im Sinne von Riemann genau dann, wenn
D, (f)=D_(f), und in diesem Fall ist

b
D.(f)=D_(f) = / f(x) d.
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BEWEIS. Sei zunichst Dy (f) = D_(f), und £ > 0 beliebig. Nach Lemma 75 gibt es eine Unterteilung
U mit Ry (f,U) — R_(f,U) < e. Wir wihlen nun ¢ > 0 wie in Lemma 76 und erhalten fiir beliebige
Unterteilungen V, W mit §(V) < ¢ und §(W) < ¢ und Zwischenvektoren £ zu V' sowie n zu W, dass

|R(f7‘/v§) - R(fvvvan)' < |R(f7v7§) - RJr(fv U)| +R+(fa U) - R*(va) + |R*(f7U) - R(fa an)| < Be.
Nach Lemma 72 ist f also Riemann-integrierbar.
Sei nun € > 0 wiederum beliebig, und § > 0 so wie oben gew#hlt, aber auch mit der Eigenschaft, dass
fiir jede Unterteilung mit 6(V) < §
<e

b
R V,€) / f(z) da

gilt. Dann ist

b b
D.(f) - / f(@)dz| < (Do (f) = R_(f,U)] +|R_(f,U) — R(f,V,€)| + |R(f,V,€) / f(x) da| < 4e.

Nachdem & > 0 beliebig war, gilt also Gleichheit.
Die Gegenrichtung ist eine einfache Folgerung aus der Charakterisierung in Lemma 75 und der Cauchy-
folgencharakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit in Lemma 72. ]

Zusammensetzungen von Funktionen werden im folgenden Lemma behandelt.

LEMMA 77. Sei f € R([a,b]), und g eine Funktion, fir die go f definiert ist. Wenn es eine Konstante
C >0 gibt, sodass |g(f(x)) — g(f(W))| < C|f(z) — f(y)| ist, so ist auch go f € R([a,b]).

BeEwEIs. Wenn |g(f(z)) — g(f(v))] < C|f(x) — f(y)| ist, so gilt fiir beliebige Mengen E, dass

igggOf(x) *;gggﬁ(y) <C (itelgf(w) yirelgf(y)> .

Damit ist also fiir jede Unterteilung U auch

Ri(go f,U) =R _(go f,U) < C(R(f,U) = R_(f,U)),

und eine Anwendung der Charakterisierung in Theorem 40 gemeinsam mit Lemma 75 ergibt die Behauptung.
O

2. Konvergenzsatz und Folgerungen

Sei f, eine Folge von Funktionen auf [a,b]. Wir erinnern daran, dass f,, gleichmdssig auf [a,b] gegen f
konvergiert, wenn es fiir jedes € > 0 ein NV € N gibt, sodass

[fn(x) = f(z)] <e
fiir alle n > N ist. Das Riemann-Integral ist “stabil” unter gleichméssiger Konvergenz:

SATz 41. Sei f, eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen auf [a,b], welche gleichmdssig gegen f
konvergiert. Dann ist auch f Riemann-integrierbar, und es gilt

b b
/ f(z)dx = lim fn(x)de.

n—oo a

Wenn man die Aussage von Theorem 41 als

b b
/a lim_f () dz = lim / fulz) da

schreibt, und sich in Erinnerung ruft, dass das Riemann-Integral als ein Grenzwert definiert ist, so wird klar,
dass Theorem 41 eine Aussage iiber das Vertauschen von Grenzwertprozessen ist. Diese Vertauschbarkeit ist
niemals selbstverstéindlich, und bedarf in jedem Fall eines Beweises.
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BEWEIS. Um zu zeigen, dass f Riemann-integrierbar ist, bedienen wir uns zunéchst Lemma 72. Sei also
e > 0. Wir wéhlen ein N € N mit |f,(x) — f(2)| < € fiir n > N. Da fxy Riemann-integrierbar ist, gibt es ein
0 > 0 sodass
|R(fN7U17§1) - R(fN7U27§2)| <g,
wenn Ul und U? Unterteilungen von [a, b] mit §(U7) < § sind. Dann ist
‘R(fa Ulagl) - R(f) U2a€2)| < |R(f? Ulagl) - R(fNa U17£1)| + |R(fNa Ulagl) - R(fN7 U27£2)‘
+ |R(fNa U23 52) - R(fv U2> 62)|
<(b—a)e+e+ (b—a),
und damit also f Riemann-integrierbar.

Um die Aussage iiber den Wert des Integrals zu beweisen, sei wieder € > 0, und N € N so gewéhlt, dass
| fr(x)— f(z)| < e fir n > N. Wir wihlen fiir jedes n eine Unterteilung U™ mit Zwischenvektor £ fiir welche

b b
R(fn,U",fn)—/ fndx| < e und R(f,U”@")—/ fdx| <e

ist. Dann gilt

/abfn(x)dx - /abf(x)dx /abfndglj ~ R(fn, U™, €M)

S +|R(fnaUna5n)_R<f7 Un7£n)|

b

f%fJ7T€”)—¥/ fdo

a

+

<e+(b—a)+e
=2+ (b—a)e

also gilt auch die Aussage tiber die Vertauschung der Grenzwerte. ]

KOROLLAR 11. Sei f eine stetige Funktion auf [a,b]. Dann ist f iber [a,b] Riemann-integrierbar.

BEWEIS. Da f stetig auf [a, b] ist, ist f nach Theorem 30 auch gleichméssig stetig. Fiir jedes n € N gibt
es also ein k = k(n) € N sodass

1 1
7(@) ~ F)l <, wenn |z~ y| < .
Wir definieren die Treppenfunktion
j (b—a
= (e o), SO0

n

(b-a)

<z—a<(j+1)

Dann ist [t,(z) — f(z)| < 1/n, also konvergiert ¢, gleichméissig auf [a,b] gegen f. Da t,, nach Lemma 74
Riemann-integrierbar ist, folgt aus Theorem 41, dass auch f Riemann-integrierbar ist. O

KOROLLAR 12. Sei f: [a,b] X [¢,d] = R stetig. Dann ist die Funktion

b
g:le;d] = R, yH/ fz,y)dx
stetig auf [e, d].

BEWEIS. Sei yg € [c,d] beliebig. Dann konvergiert fiir jede Folge y,, mit y, — yo fiir n — oo die Folge
von Funktionen f,(z) = f(x,yn) gleichmissig gegen fo(z) = f(x,yo). Also ist nach Theorem 41

lim g(y,) = nli)ngc/ fnlx)de = / fo(z) dx = g(yo)

n—oo

und damit g im Punkt yq stetig. O



KOROLLAR 13. Sei f: [a,b] X [e,d] = R, und fiir jedes fivze x € [a,b] sei die Funktion y — f(z,y)
differenzierbar auf [a,b]. Die Ableitung f,(z,y), die dann wiederum auf [a,b] X [c,d] definiert ist, sei auch
stetig. Dann ist die Funktion

b
g: [¢,d =R, yH/ flz,y)dx
differenzierbar auf [c,d], und es gilt
b
’y)=/ fy(@,y) dz

BEWEIS. Sei y € [¢,d] fix, und h; eine beliebige Folge mit h; — 0 fiir j — oo und y + h; € [c, d] fiir alle
4. Dann ist die Folge der Diﬁerenzenquotienten fir g,

() = (y+h / fnyrh /fnl’y

durch Funktionen f, gegeben, die auf [a,b] gleichméssig gegen f,(z,y) konvergieren; dies wollen wir nun
nachweisen.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung kénnen wir f,(z,y) = fy(x,&,) mit einem &, welches
ly —&n| < |hy| erfiillt. Nun ist f, nach Vorraussetzung stetig auf dem kompakten Intervall, also gleichmissig
stetig; zu gegebenem ¢ > 0 konnen wir demnach ein ¢ > 0 wihlen sodass |f,(z,y) — fy(2/,¥')] < € wenn
|t — 2’| < 6 und |y —¢'| < 4. Ist nun N € N so gross gewihlt, dass |h,| < ¢ fir n > N, so ist also

[fy(,y) = fulz, 9)| = [fy(2,9) — fy(z, &)l <e 0
SATZ 42. Sei f stetig auf [a,b]. Dann gibt es ein £ € [a,b] mit

b
= bia/ f(x)dx

BEWEIS. Da [a,b] kompakt ist, gibt es zg, 21 € [a,b] mit f(xo) < f(z) < f(x;1) fiir « € [a,b]. Dann ist

b
(b—a)f(w0) < / (@) dz < (b—a)f(z1),

und da f stetig ist, gibt es ein ¢ mit
(b—a) / flx

3. Das Lebesgue-Kriterium

Die Charakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit in Theorem 40 sagt aus, dass die Punkte an denen
f nicht stetig ist, d.h. jene Punkte z( fiir welche ein ¢y > 0 existiert sodass fiir jede Umgebung U die
Ungleichung sup,cy f(2) — infyep f(x) > g erfillt ist, nicht “allzu viele” sein kénnen. Diese Beobachtung
wird im Kriterium von Lebesgue explizit gemacht. Zunéchst bendtigen wir den Begriff der Oszillation einer
Funktion.

Definition 42. Sei f: R D X — R eine Funktion, und E C X eine Menge. Dann bezeichnen wir mit

w(f, B) =sup,ep f(z) —infyep f(y) = sup, yep |f(z) — f(y)| die Oszillation von f auf E.
Fiir einen Punkt z € X ist

w(f,z) = inf w(f,XNU),
zeU
wo das Infimum iiber Umgebungen U von x geht, die Oszillation von f im Punkt z.

LEMMA 78. f: R D X — R ist stetig im Punkt x € X genau dann, wenn w(f,z) = 0.

Ubungsaufgabe 48. Beweise Lemma 78.

Die Definition von “nicht allzu viele” ist etwas umstéandlicher.
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Definition 43. Eine Teilmenge N C R heisst Nullmenge, wenn es fiir jedes € > 0 eine abzidhlbare Familie
I, k € N, von Intervallen mit linkem Endpunkt aj und rechten Endpunkt by (egal welchen Typs) mit

Z(bkfak)<5undNC UI"
keN keN

gibt. Wir nennen by, — aj, =: |I;| die Ldnge (oder den Inhalt) des Intervalls Ij.

Beispiel 27. Wenn N = {¢;: j € N} C R abzéhlbar ist, so ist N eine Nullmenge. Sei ¢ > 0 gegeben. Wir
definieren

I € £
k—(Qk_W7Qk+W>~

Z\M:Z%:g.

k>1 k>1

Dann ist [Ix| = 57, also

Beispiel 28. Es gibt auch iiberabzihlbare Nullmengen, wie zum Beispiel die Cantormenge C' C [0, 1]. Wir
definieren dafiir fiir ein Intervall I = [a,b] das “innere Drittel” D(I) = (%, %T*“) Nun konstruieren wir
induktiv eine absteigende Folge von Teilmengen C; = Ui;ll Jk von [0, 1], wobei jedes C; eine Vereinigung von
abgeschlossenen Intervallen ist, durch

Cy =1[0,1] \ D([0,1]) = [07 ﬂ u [21} = I UI?,
und
291 27
Civi=Ja\na) = 11,
k=1 k=1

wo IF\ D(IF) = 2§71 U T2, Die Menge C ist definiert durch C = N;C;.
Die Menge C' ist iiberabzéhlbar, da sie alle Zahlen r € [0,1] enthélt, die eine unendliche triadische
Entwicklung

© .
T:leg—;_, Tj€{072}
=

besitzen; diese Menge ist {iberabzidhlbar nach dem Cantor’schen Diagonalprinzip (sie ist gleichméchtig mit
NY). Genauer gesagt besteht C' aus allen reellen Zahlen

o0

.
T:Z?;, r; €{0,1,2},

Jj=1

wo falls r; = 1 fiir ein j gilt, dann 7, = 0 fiir £ > j gilt.
Die Lange jedes Teilintervalls von I J’“ ist (%)j7 und es gibt davon 27 viele. D.h. die Gesamtlinge der in

C; vertretenen Intervalle ist (2)7, und C erweist sich damit als Nullmenge (da es durch jedes C; iiberdeckt
wird).
Beispiel 29. Wir erinnern an die Definition der Cantormenge C' C [0, 1] in Beispiel 28. Diese ist als

C=()¢;

JEN

definiert, und jedes C; ist durch
2.7
C; = U IF
k=1
gegeben, wo die Intervalle / f insbesondere die folgende Bedingung erfiillt:
k41
]
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Wir definieren nun induktiv eine Folge von stiickweise affinen Funktionen f, wie folgt:

Sz el
filz) =143 v € [3.3]
pts(e—3) eclt
Fiir n > 1 legen wir fest, dass f,41 = f, auf (C,)¢ ist. Auf jedem der Intervalle I} = [%, %], WO

1 <7 <27 legen wir f, 41 wie folgt fest:

(;)nJrl o 3a(j)+1> 4 o2a)H o 2l

2 3n+1 2.3m n+1

2a(j)+1 j

o] (@) = a1 r € D(I})
+1 3a(j)+2 2a(j)+1 27

(3)" (= - 2588 ) + 252 werly

Es folgt, dass f,(z) — fn+1(z) sich gleichméssig nach oben abschétzen lésst:
1
| fr — fnJrlHoo = sup [fu(2) = fut1(2)] < 27;

ze(0,1

Damit erweist sich (f,)nen als Cauchyfolge in C([0,1]), da fiir m > n:

m—n—1 m—n—1 1 n+k 00 1 n+k 1 n—1
o=l s 3 M —fnles > (3) =X(3) =(3) -

k=0 k=0 k=0

Es gibt daher f = lim,, f,,, und wir bezeichnen f € C([0,1]) als die Cantorfunktion oder die Teufelstreppe.
Die Funktion f: [0,1] — [0,1] ist stetig, monoton, und f ist konstant auf C°, also auf dem Komplement
einer Nullmenge.

Definition 44. Wir sagen, eine Eigenschaft P(x) ist fast iberall erfiillt, wenn die Menge der Punkte, wo sie
nicht erfiillt ist, eine Nullmenge ist.

SATZ 43. Sei f: [a,b] = R. Dann ist f integrierbar im Sinn von Riemann genau dann, wenn f beschrinkt
auf [a,b] und fast iberall stetig ist.

Bevor wir uns dem Beweis von Theorem 43 widmen koénnen, bendtigen wir einige Vorbereitungen.

LEMMA 79. Sei Ni, k € N, eine abzdihlbare Familie von Nullmengen. Dann ist N = UgenNg eine
Nullmenge.

BEWEIS. Seie > 0 beliebig. Fiir jedes k gibt es dann eine abzihlbare Familie von Intervallen I jk = (a?, b;“)
mit
k k k €
JEN jEN
Dann ist j’-“, j,k € N, wieder eine abzdhlbare Familie von Intervallen, welche

UEZEIURT D SRR SEE

j,keN keN j,keN keN
erfillt. O

LEMMA 80. Sei f: R D X — R eine Funktion, und € > 0. Dann ist die Menge {x € X: w(f,z) > ¢}
abgeschlossen.

BEWEIS. Wenn y im Abschluss von E = {z € X: w(f,x) > ¢} liegt, so gibt es fiir jede Umgebung U
von y einen Punkt € U N E. Damit ist

W(f.y) = f w(£.V NX) 2 w(£UNX) 2 inf w(f,WNX)=w(f.) 2 e,

also y € E, und FE erweist sich als abgeschlossen. |
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BEWEIS VON THEOREM 43. Sei zunichst f Riemann-integrierbar. Dann ist f beschriinkt nach Ubungsaufgabe 47.
Wenn wir mit S die Menge der Unstetigkeitsstellen von f bezeichnen, so ist nach Lemma 78

s=UJ {xe [a,b]: w(f,z) > ;}

keN

und nach Lemma 79 geniigt es zu zeigen, dass jede der Mengen
So ={x € [a,b]: w(f,z) > a}

eine Nullmenge ist.
Sei also € > 0 beliebig. Dann existiert eine Unterteilung U = (zo,...,z,) von [a,b] sodass Ry (f,U) —
R_(f,U) < e. Seien J, jene Teilintervalle von U, J, = I, = [z;,,xj,+1] fiir welche I;, N S, # 0. Dann ist

QZ(‘rijl - x]k) < Zw(fv [xijjwrl])(x]’wrl - xjk) < R+(f, U) - R*(fa U) <e.
k k
Also gilt

3

3
Sa C UJk7 und Z(xjk+1 - x]k) < o
k k

und nachdem ¢ > 0 beliebig war, erweist sich .S, als Nullmenge.
Sei nun andererseits S (wie oben definiert) eine Nullmenge, und € > 0 beliebig. Dann ist S. eine
Nullmenge, welche iiberdies eine abgeschlossene Teilmenge von [a,b] und damit kompakt ist. Uberdecken

wir also S; mit Intervallen I = (ag,bx), so geniigen schon endlich viele dieser Intervalle; nachdem S, eine
Nullmenge ist, kénnen wir demenstprechend eine solche endliche Uberdeckung mit

Z(bk - ak) <e€
k

wéhlen. Das Komplement K von U} ist eine abgeschlossene Teilmenge von [a, b], also kompakt. Nachdem
jeder Punkt x € K eine Umgebung besitzt, fiir welche die Oszillation von f auf dieser Umgebung kleiner als
¢ ist, konnen wir eine Unterteilung U = (xq,...,x,) von [a,b] finden, welche die a; und by an aneinander-
folgenden Stellen enthélt und wo fiir jedes z; welches kein ay, ist w(f, [z, zj41]) < € gilt.
Damit ist
n—1

Ry (f,U) = R-(f,U) = Y w(f[ej, 2 ])(@j1 — 2;) < 22 sup |f(@)]+ (b~ a)e.

=0 z€a,b]

Nachdem € > 0 beliebig war, folgt die Riemann-Integrierbarkeit von f aus Theorem 40. O

4. Hauptsitze und Folgerungen
Der erste Hauptsatz sagt uns, dass Integration gefolgt von Differentiation die Identitdt darstellt.

SATZ 44. Sei f stetig auf [a,b]. Dann ist die Funktion
F:a,b] - R, F(x) :/ f(t)dt
auf [a,b] differenzierbar, mit F' = f.
BEWEIS. Sei x € [a, b] fix. Fiir jedes h gibt es nach Theorem 42 ein &, mit |x — &,| < h sodass
fen =5 [ fo
x
gilt. Somit ist

]ligb F(x—f—h})l—F(x) _ }llii%f(fh) — f(2).
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Bemerkung 13. Die lineare Abbildung D: C*([a,b]) — C([a,b]) ist stetig, wie wir schon gesehen haben
(dies war der Inhalt von Lemma 68). Der Kern von D besteht aus all jenen Funktionen, die konstant auf
[a, ] sind; der Faktorraum

c'([o, )

kann mit jenen einmal stetig differenzierbaren Funktionen auf [a,b] identifiziert werden, welche in einem
Punkt, zum Beispiel a, des Intervalls verschwinden:

CHOMs =L e O ([a,b]): pla) = 0} = C*([a,b])a.
Die Abbildung I: C([a,b]) — C*([a, b])a, welche durch
1@ = [ 1o

definiert ist, ist nach Theorem 44 eine linksinverse Abbildung zu D, d.-h. D o I =id¢([4p))-
Um die Funktion

Plz) = / "ty at

zu definieren, geniigt es vorauszusetzen, dass f Riemann-integrierbar ist. Auch fiir diesen Fall gilt eine Version
des ersten Hauptsatzes:

SATZ 45. Sei f € R([a,b]). Dann ist die Funktion
F:lab =R, F(a) :/ F(t) dt

auf a,b] definiert. Wenn f stetig an einem Punkt xo € [a,b] ist, so gilt F'(xo) = f(xo).

BEwEIS. Fiir den Beweis rechnen wir:

xo+h xo
|[F(zo + h) — F(zo) — hf(z0)| = / F(tydt - / F(8) dt — hf (o)

_ / ey ar - / " o) at

0 0

xo+h
- / F(t) — (o) dt

[¢]

zo+h
< / |F(t) — F(wo)| dt

0

<[h[ sup |f(t) = f(zo)l.

[t—=z0|<|h]
Also ist
tig 00 R) = o) = hi o)l _ vy gy sy - f(ao)| =0,
h—0 |h h—=0 |4z <A
da f stetig im Punkt zq ist. O

Wir wollen uns nun der Frage widmen, inwieweit Integration eine echte inverse Operation zur Differen-
tation darstellt. Diese wird durch den zweiten Hauptsatz beantwortet.

SATZ 46. Sei F: [a,b] — R stetig, und differenzierbar auf (a,b), mit F' = f. Wenn f Riemann-
integrierbar ist, so gilt



BeEwEIs. Wir wihlen die Unterteilungen U™ = (zg, z1,...,Z,) von [a,b] welche durch z; = a + @

gegeben ist. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es £ mit xz; < £ < x;41 welche
F(xji1) — F(zj) = f(&)(xj41 — x;) erfiillen. Es folgt

b
[ f@ydo =t R(U"E)

n—1
= lim » f(E) (@541 — ;)
j=0

n—1
= nh—{go Z(F(l‘j+1) - F(xj))
=0

= F(b) - F(a).
J

Bemerkung 14. Der zweite Hauptsatz sagt uns insbesondere, dass fiir F' € C'([a, b]) und fiir jedes z € [a, ]
die Gleichung

T
F() - Fla) = [ F(t)
a
gilt, d.h. mit der Notation von Bemerkung 13, dass I o D = id¢1(ja,p)), 8ilt
Die Hauptsitze zeigen uns, in welchem Sinn die Integration und die Differentiation inverse Operationen
sind: Will man eine stetige Funktion f integrieren, so verwendet man eine Stammfunktion F, d.h. eine
Funktion F mit der Eigenschaft, dass ihre Ableitung F’ mit der gegebenen Funktion f iibereinstimmt.

Stammfunktionen sind immer nur bis auf Konstanten bestimmt; man bezeichnet eine Stammfunktion F'
auch gerne als unbestimmtes Integral von f und schreibt

F(x):/f(x)dx

wie schon gesagt, ist diese Schreibweise nicht exakt, da mit F'(z) auch F(z) + C fiir jedes C' € R auf der
linken Seite dieser Gleichung stehen kann. Weiters gibt uns der erste Hauptsatz Theorem 44 eine “grosse”
Klasse von Funktionen (d.h. stetige), welche Stammfunktion besitzen.

Die Rechenregeln der Differentialrechnung haben ihre Entsprechung in Regeln fiir die unbestimmte
Integration:

LEMMA 81. Wenn f,g Stammfunktionen besitzen, und X\ € R beliebig ist, dann besitzt auch die Funktion
Af + g eine Stammfunktion, welche durch

/)\f(x)+g(x)d:r:)\/f(x)dx+/g(x)dx

gegeben ist.
Wenn f eine Stammfunktion F besitzt, und Fg’ eine Stammfunktion besitzt, so besitzt auch fg eine
Stammfunktion, welche durch

/ f(@)g(x) de = F(x)glz) - / F(z)g(z) da

gegeben ist (partielle Integration,).
Besitzt f(y) eine Stammfunktion F(y), und ist o(x) differenzierbar, so besitzt auch f'(p(x))¢’(x) eine
Stammfunktion, welche durch

[ £etes @) do = Fleota)
gegeben st (Substitutionsregel).

Mit Hilfe der Regeln in Lemma 81 kann man viele “elementare” Funktionen integrieren. Da wir an dieser
Stelle noch nicht auf die noch einzufiihrenden elementaren transzendenten Funktionen vorgreifen wollen,
wird eine genauere Behandlung von Techniken der Integration erst spéter erfolgen. Wir bemerken hier, dass
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Lemma 81 mit Absicht etwas “unscharf” formuliert ist; sein Inhalt ist auch keine analytische Aussage iiber
das Integral, sondern formale Rechenregeln, welche aus den algebraischen Regeln fiir die Ableitung folgen. Es
macht deswegen keinen Sinn, sich im Rahmen dieses Lemmas die Fragen wo und wie sehr die entsprechenden
Funktionen differenzierbar sind zu stellen.

Ubungsaufgabe 49. Beweise die Aussagen von Lemma, 81.

Anders ist dies, wenn wir die entsprechenden Aussagen fiir bestimmte (d.h. Riemann) Integrale beweisen
wollen. Die Summenformel haben wir schon bewiesen; wie sieht es mit den entsprechenden Aussagen fiir die
partielle Integration und die Substitutionsregel aus?

LEMMA 82. Seien F und g auf [a,b] differenzierbar, und mit F' = f sowohl fg als auch Fg' Riemann-
integrierbar auf [a,b]. Dann gilt

[ s FOg0) - Fla)gla) - [ F) @) .

BEWEIS. Da F(z)g(x) differenzierbar ist, gibt es nach dem Mittelwertsatz fiir beliebige z,y € [a,b] ein

Ea,y) mit 7 < € < y sodass F(y)g(y) — F@)g(a) = (F()9(€) + F(€)g'(©))(y — x). Fiir eine belicbige
Unterteilung U = (zo, . .., %, ) kénnen wir demnach mit &§; = &(z;_1, ;)

F(b)g(b) — F(a)g(a) = Z Faj)g(x;) — Flzj)g(xj-1)

Z 9(&) + F(&)g' (&) (@) — xj-1)

:R(fg+Fg,U,£)

schreiben. Da die beteiligten Funktionen alle nach Vorraussetzung Riemann-integrierbar sind, folgt die Be-
hauptung, wenn wir §(U) — 0 streben lassen. O

LEMMA 83. Sei ¢: [a,b] — [p(a), p(b)] = [¢,d] eine strikt monoton wachsende (bzw. monoton fallende)
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

[ o= [

fiir jede Riemann-integrierbare Funktion f auf [c,d].

BEWEIS. Nach Theorem 43 ist f(¢(2))¢’(2) Riemann-integrierbar. Sei nun V' = (yo, ..., y,) eine Unter-
teilung von [c, d], und y; = ¢(x;). Dann ist o= (V) = (zo,...,,) eine Unterteilung von [a, b]; wir withlen
fiir jedes j ein §; mit x;_1 < &; < ; mit p(x;41) — p(z;) = ¢'(§;), und schreiben (&) = (p(&1), - - ©(€n))
fiir diesen Zwischenvektor gilt

R(f,U,9(€)) = R((f o 9)¢", 7' (U), €);

wegen der gleichméssigen Stetigkeit von ¢ auf [a,b] gilt 6(p(U)) — 0 wenn §(U) — 0, und der Ubergang
zum Grenzwert liefert die Behauptung. O

5. Der Logarithmus und die Exponentialfunktion

Wir betrachten die folgende auf (0, c0) definierte Stammfunktion von x +— 271,

T dt
ot
Die so definierte Funktion L hat die folgenden Eigenschaften:
(L1) L ist glatt auf (0, 00)

(L2) L ist strikt monoton steigend und strikt konkav
(L3) limg—0log(z) = —oo, und lim,_, 4 log(z) = 400
(L4) L(zy) = L(z) + L(y) fiir z,y > 0.

L(z) =
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(L1) und (L2) folgen direkt aus L'(z) = 1 € C*°(0, 00), sowie aus L'(z) > 0 und L”(z) < 0 fiir = > 0. (L3)

kann wie folgt gezeigt werden:
/r dt /VCJ dt
—_ 2 —_
1t 1t

lz]—1

j+1dt
zl T

Die Abschitzung fiir x — 0 kann ganz analog erfolgen, oder man schitzt wie folgt ab:

/xdt /z dt
— << —
1 t - \/Et

=1l-—— -0 (z—0).

NG

Zum Beweis von (L4) verwenden wir Lemma 83:

Y dt
L(zy) = — t=uaxs, dt=uxds
1t

Y zds
z—1 IS

1
d Yd
—/ u+ —8 u=a"1t, du=zx"'dt

1 U

dt ds
/ /z

)+ L(y

Wir bezeichnen L(x) als den natiirlichen Logamthmus der Zahl z > 0, und schreiben L(z) =: log(z) =: Inx.
Wenn L: Ry — R eine Funktion ist, welche die Funktionalgleichung

L(zy) = L(z) + L(y)

i<x+h)_ﬁ<x):i(“h).

fir z,y > 0 erfiillt, so ist

xT

Wenn L differenzierbar an der Stelle z ist, so ist L also differenzierbar an der Stelle 1; d.h. L ist entweder
nirgends oder iiberall differenzierbar (der zweite Fall tritt z.Bsp. ein, wenn wir wissen, dass L strikt konkav
ist). Im zweiteren Fall konnen wir die obige Gleichung nach h ableiten, und an der Stelle h = 0 auswerten,
und erhalten:

Wegen L(1) = L(1-1) = 2L(1) ist L(1) = 0, und insgesamt folgt, dass
L(x) = L(0) + L'(1) log(z) = L'(1) log(z).
Wir fassen kurz zusammen:

PROPOSITION 6. Sei L: Ry — R eine Funktion, welche (L1) und (L4) erfillt. Dann gibt es ein ¢ € R
sodass L(x) = clog(z).

Wegen (L1), (L2), und (L3) besitzt L nach Korollar 5 eine Umkehrfunktion E: R — R, , welche die
folgenden Eigenschaften besitzt:
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(E1) E e C=(R),
(E2) E ist strikt monoton steigend und strikt konkav
(E3) limg— oo E(x) =0, und lim,_, E(x) = co.

4)

(E4) E(zx+y) = E(x) + E(y) fir z,y € R.
Wir miissen davon (die anderen Eigenschaften folgen direkt aus jenen des Logarithmus und da E seine
Umkehrfunktion ist) nur noch (E4) nachweisen. Seien also © = L(s) und y = L(¢) (oder gleichwertig:
s = FE(x) und t = E(y)). Dann ist
E(x+y)=E(L(s) + L(t)) = E(L(st)) = st = E(x)E(y).

Wir bezeichnen die Funktion E als (reelle) Exponentialfunktion und schreiben E(z) =: exp(z) =: e®. Die
Funktionalgleichung exp(x + y) = exp(z) exp(y) hat auch eine infinitesimale Form:

. exp(z + h) — exp(x) exp(h) — exp(0)

W h ~ el
das heisst, die Exponentialfunktion erfiillt die Differentialgleichung

= exp(z) exp’(0) = exp(),

exp =exp.

In einem gewissen Sinn ist die Exponentialfunktion die eindeutige Losung dieser Differentialgleichung, und
damit nach unserer Rechnung oben auch die eindeutige Losung der Funktionalgleichung (E4):

PROPOSITION 7. Sei A € R, und y: R — R eine Funktion, welche y'(z) = \y(z) fiir x € R erfiillt. Dann
gilt
y(z) = y(0) exp(Az).
BEWEIS. Wir berechnen
4 _yl@) _ exp(Aa)y’(z) — Aexp(Aa)y(z) _ exp(Az)hy(z) — Aexp(Az)y(z) _
dx exp(A\x) exp(2Ax) exp(2Ax) ’

Also ist y(z) = Cexp(Az) fiir ein C € R. Auswertung fiir = 0 liefert C' = y(0) wie behauptet. O

Wir kénnen nun auch fiir x > 0 und « € R die allgemeine Potenz

x® ;= exp(alnz)

definieren. Die Funktion P,: Ry — R, P,(z) = z%, bzw. P: Ry x R — R, P(z,«a) = P,(z), heisst (allge-
meine) Potenzfunktion. Offensichtlich ist P, auch wieder glatt, und P stetig. Fiir o = g € Q, wo q € N,
stimmt dies mit der frither in Lemma 17 gegebenen Definition iiberein, da die Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion in diesem Fall

exp (Zx) g exp(pz) = exp(z)P

ergibt, also exp(%w) =y die (eindeutige) Losung der Gleichung y9 = zP ist. Die Rechenregeln fiir Potenzen,
ie.
e’ =2t (@) =P, ety = (ay)”,

gelten unverindert fiir allgemeine Potenzen. Zum Beweis zieht man entweder die Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion, so ergibt sich etwa

%2 = exp(alnz) exp(flnz) = exp((a + B) Inz) = z°+5,
oder aber die bekannten Rechenregeln fiir rationales o und die schon beobachtete Stetigkeit von P heran.
Auch Potenzfunktionen kann man mit Hilfe von einer Differentialgleichung charakterisieren:

PROPOSITION 8. Sei a € R, und y: Ry — R eine Funktion, welche xy'(z) = ay(zx) erfillt. Dann gibt es
ein C' € R sodass y(x) = Cx® gilt.

BEwEIS. Ahnlich wie oben in Beweis von Proposition 7 berechnen wir

d y(@) _ a°y(@) —aa""ly(a) _ a%a —aa"Tly(e) e ly(e) —aaTly(a) _
dr ¢ - 12 - 2 - 2 -
woraus sich wie oben die Behauptung ergibt. |
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6. Das Integralrestglied

Wir beginnen zunéchst mit einer wichtigen Eigenschaft von stetig differenzierbaren Funktionen an Null-
stellen.

KOROLLAR 14. Sei f: [xg — &,20 + €] — R stetig differenzierbar. Dann gibt es eine stetige Funktion
g: [—€,e] = R sodass f(x) — f(xo) = (z — zg)g(x).
(

BeEwEIS. Wir betrachten die Funktion ¢(t) = f(zo + t(x — z¢)). Dann ist ¢(0) = f(zo), ¢(1) = f(z),
und damit

f(@) = f(xo) = (1) = ¢(0) = /01 ¢'(t) dt = (z — o) /01 f'(@o +t(x — x0)) dt.
Die Funktion )
@) = [ f'Gao -+t = a)) d
ist stetig nach Korollar 12. ’ O
Die Idee des Beweis des vorangehenden Korollars ldsst sich mit Hilfe von Induktion und partieller Inte-

gration dazu verwenden, um das Restglied im Taylor’schen Lehrsatz in einer geschlossenen, berechenbaren
Form anzugeben:

f(@) = f(zo) + (f(z) — f(20))

x

= f(zo)+ [ f'(t)dt

Zo

= f(zo) + (—(:c — 0 ), + /:(x AL dt)

0

:fuw+mmefuw+/kxfwﬂ@wt

— fl@o) + (@ — w0) ' (w0) + —“‘xyﬂuﬁj;+/%@ffyf%wﬁ>

0

T — x9)2 T —1)2
:fuw+wxfx@fuw+5——¢i¢%m0+/'L‘llf%wﬁ

2 2
T T — k
=@+ [ g
T T — k
~ @+ [ g
o — )kt t=x T (o )kt
=uﬁﬁw+<—%Hﬂﬂﬂ“%wh%+éfwjgpNHWMﬁ
T (e — k+1
— @i+ [ e a

Wir fassen zusammen:

SaTz 47. Sei f € C*([zg,z]) N DFTY((20,2)), mit f*+Y) € R([xo,x]). Dann gilt

f@%#ﬂﬁww+/

Zo

e glt)k*f(kﬂ)(t) dt.

Beispiel 30. Fiir die Exponentialfunktion exp gilt nach Theorem 47, dass fiir beliebiges k € N die Gleichung

k ok x k
T T —t
exp(z) = E E—i—/o ( ' ) exp(t) dt
= !
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gilt. Sei > 0, und |z| < r, dann gilt

T _1\k lz| .k
/ u exp(t) dt‘ < / i exprdt
0 k! 0

k!
et
< o exp(r) = 0 (k — 00).
Wir folgern also, dass
exp(x) = Z T
j=0

gleichmiissig auf kompakten Intervallen der Form [—r, 7] - und damit auch gleichméssig auf beliebigen kom-
pakten Teilmengen von R - gilt.

7. Einige einfache Integralungleichungen

Um Integrale abzuschétzen, gibt es viele verschiedene Methoden. Wir geben hier nur kurz einige wichtige
Ungleichungen an. Der Anfang ist die “Dreiecksungleichung”:

LEMMA 84. Wenn f € R([a,b]) ist, so ist auch |f| € R([a,b]), und es gilt

/abf(x)dx

/:f(x)dw

Weitere Ungleichungen werden wir unter Ausnutzung von Konvexitéitseigenschaften bekannter Funktio-
nen erhalten. Wir erinnern zunéchst an die Definition einer konvexen Funktion auf einem Intervall I C R:

Die Funktion ¢: I — R ist (strikt) konvex, wenn fiir beliebige 1 # x2 € I und A, A2 € (0,1) mit
A1 + A2 = 1 die Ungleichung

< / ') da

Insbesondere ist

< (b—a) sup [f(z)].
z€[a,b]

e(Az1 4+ Aawa) < Arp(x1) + Aap(x2)
erfiillt ist.
Beispiel 31. Seien a,b € R;. Dann gilt fiir beliebige p,q € Ry mit 1/p+1/¢ = 1, dass

a?  be
ab < — 4+ —.
p q
Daa=er und b= es fiir gewisse z,y € R, und die Exponentialfunktion konvex ist, haben wir
1 1 1 1 P e
ab:exp <1’+y) < —e¥ 4+ —e¥ = ai_’_i
p q p q p q

Unsere erste Beobachtung ist die folgende Verallgemeinerung auf beliebige Konvexkombinationen:

LEMMA 85 (Jensen’s Ungleichung). Seiy: I — R (strikt) konvex (bzw. konkav), x1, ..., z, € I paarweise
verschieden, und A1, ..., A, € [0,1] mit \y +---+ A, = 1 gegeben. Dann gilt

und im Falle einer strikt konvexen (konkaven) Funktion ¢ gilt Gleichheit genau dann, wenn es ein j, 1 <
Jj<nmit\; =1 gibt.
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BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung mit Hilfe von Induktion nach n, und beschrinken uns im Beweis
auf eine (strikt) konvexe Funktion ¢. Fiir n = 2 ist die Behauptung gerade die Definition einer (strikt)
konvexen Funktion. Gelte also die Behauptung des Lemmas fiir ein beliebiges (aber fixes) n € N. Dann ist
fiir beliebige 1, ..., Zp4+1 und Aq,..., Apy1 die Behauptung klar, wenn A, 41 = 1 ist. Ist A\, 11 < 1, so rechnen
wir wie folgt:

n

P DN A | =@ [ (1= Ana) Y ﬁ%‘ + At 1Tn1
j=1 j=1 n

A.
<A =Ang1)e Z 177]%‘ + Ant10 (1)

< (1= Any1) E T )f o (@5) + Ans19 (Tn41)
j=1 "

n+1

=2 el

die Behauptung gilt also auch fiir n 4+ 1 paarweise verschiedene Punkte z1,..., 2,41 € I. O

Beispiel 32. Fiir beliebige Aq,... A\, € R} mit Zj Aj=1und ay,...,a, € Ry gilt
ITo <3 v
i VAR

Jj=1 Jj=1

SATZ 48 (Jensen’s Ungleichung). Sei f € R([0,1]), I D f([0,1]) ein Intervall, und ¢: I — R konvex

(bzw. konkav). Dann gilt
w(/olf(x)dx> S/Ol(wof)(x)das,

w(/olf(w)dfv) Z/OI(Wf)(x)dw

BEWEIS. Da ¢ als konvexe Funktion stetig ist, ist ¢ o f auch Riemann-integrierbar. Fiir jede Riemann-
summe gilt nach Lemma 85

bzw.

wenn p konkav ist.

O(R(f, U, &) = Zf(ﬁj)(fvj —zj1) | < Z@(f(fj))(mj —xj-1) = R(po f,U,¢).

Indem wir 6(U) — 0 gehen lassen, folgt die Behauptung. O

LeMMA 86 (Holderungleichung). Seien aj,b; € Ry fir j =1,...,n, und p,q € (1,00) mit % + % =1
gegeben. Dann ist

1

1
n P n q

b

n
> ajb; <
j=1 J

p

a;
=1 j=1
P _

Gleichheit gilt genau dann, wenn es ein ¢ > 0 gibt, sodass a;

cbf firj=1,...,n.
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BEWEIS. Nach Jensen’s Ungleichung, angewendet auf die konvexe Funktion x — P, ist

n P n q P
1 b a:b;
1. — J 777
D DY I .
k=1"k ;—1 j=1 k=1"k “j

< i: b ast; )
TS kb \ Y

n p
1 aib;
Zkzlbiz ! ( b] )

J=1
1 n
_ pa+P—rd P
n aq J J
ZkZI bk: j=1
1 n
— p
=5 29
k=1"k j=1

Nach Ziehen der p-ten Wurzel ergibt sich die gewiinschte Ungleichung. Da alle Gewichte positiv sind, ist
Gleichheit nur moglich, wenn fiir jedes j = 1,...,n die Gleichheit

p
gilt, also Z—{, = ¢ > 0 konstant ist. (]
J

Ahnlich wie die Jensen’sche Ungleichung folgt die Integralform der Holderungleichung durch Vergleich
der Riemannsummen.
SaTz 49 (Holderungleichung). Seien f,g € R([a,b]), und p,q € (1,00) mit ]l? + % = 1. Dann gilt

< (/ab|f<x>|pdx>; (/ |g(x>|qu>3

/a ' fla)o(e) d

BEwEIS. Wir wenden Lemma 86 an:

|R(fg,U.€)| = Zf(f;-)g(@)m — 1)

j=1
<> (11 —2-0)7 ) (1966 (@5 = 2;-1)7)
j=1
< Z|f(§y)| (z; _le)) Z‘g(@” (; — 1)
j=1 j=1
= R(fP,U,€)7 R(lg|".U.&)7.
Ein Grenziibergang mit §(U) — 0 liefert die Behauptung. O

Unsere letzte Ungleichung betrifft das Verhalten der sogenannten p-Normen (wo p € R, ), die fiir Vek-
toren x = (x1,...,%,) € R™ durch

1
P

n
el = | Y |zl
j=1
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und fiir f € R([a,b]) durch

151, = ( / f(x)l”> p

definiert sind. Um den Namen “Norm” zu rechtfertigen, sollten diese zumindest die Dreiecksungleichung
erfiillen:

LEMMA 87 (Minkowski’s Ungleichung). Seien aj,b; € Ry firj=1,...,n, und p € (1,00). Dann gilt

p

n p

dola b)) < Doah) D0
j=1 j=1

j=1
Gleichheit gilt genau dann, wenn es ein ¢ > 0 gibt sodass a; = cb; fir j=1,...,n.
BeEwEels. Wir wenden Holder’s Ungleichung an; der “konjugierte Exponent” zu p > 1 ist ¢ = p’%l:
n n
Z(ay +b;)F = Z(aj +bj)(a; +bj) -
j=1 j=1
n n
= Zaj(aj + b])p71 + ij(aj + b)) -
j=1 j=1
p—1 p—1

=

IN
(]
S
<7
(]
IS
.
+
S
N—
=
+
Sa
ST
(7]
IS
.
+
S
N—
=

S =
3

Il
S
[SES
+
_|_
%
=

<.
+
S

<.

e

also nach Multiplikation mit

> laj+1b;)”
j=1

die behauptete Ungleichung. Gleichheit gilt, wenn fiir beide der verwendeten Holderungleichungen Gleichheit
gibt, es also ein ¢; > 0 und ein ¢y > 0 mit

af = er(a; +b,)7T, B = cx(a; +by)7T;

also dann, wenn

gilt. ]

Die Integralversion folgt entweder mit derselben Rechnung wie im Beweis oben, oder mit Hilfe der
diskreten Minkowskiungleichung Lemma 87 und Grenziibergang, wie schon oben zweimal durchgefiihrt:

SaTz 50 (Minkowski’s Ungleichung). Seien f,g € R([a,b]). Dann gilt

I +gll, < 171, + llgnll -
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BEWEIS. Fiir eine beliebige Riemannsumme gilt

R(f +gI".U,&)7 < R((f| + g, U, €)%

=

= | 207N+ g ;- 25-)

=

I
M=

> (1)l = 25-)F +19(6)I(w; —2;-0)7)

1

LFENP(zj — @j-1) Z|g &P (x5 — 25-1)

-
I
an

=

<

NIE

<.
I
—

= R(|fI",U,&)% + R(g|",U, €)%,

und ein Grenziibergang §(U) — 0 liefert die Behauptung. |
Die Grenzfille sind p = 1, ¢ = 0o, und die obigen Ungleichungen gelten auch in diesen Féllen, wenn man
[ 2]l = max fa;],  |[flle = sup [f(z)]
J=1sem z€[a,b

setzt.

Bei den Integralungleichungen haben wir noch nichts iiber Gleichheit ausgesagt; der Grund dafiir ist
zuniichst der, dass die Gleichheit f; |f(z)]dx =0 “nur” bedeutet, dass f fast iiberall (also ausserhalb einer
Nullmenge) mit mit der konstanten Funktion 0 {ibereinstimmt.
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KAPITEL 5

Reell-analytische Funktionen

1. Formale Potenzreihen

Eine formale Potenzreihe f(x) im Entwicklungspunkt zy € R ist ein Ausdruck der Form
f(x) = filw = xo)?,
j=0

wo die f; komplexe Zahlen (die Koeffizienten der Reihe) sind. Obwohl wir uns dieser bequemen Schreibweise
bedienen wollen, betonen wir an dieser Stelle gleich, dass die Bezeichnung f(z) in keiner Weise bedeutet,
dass wir die Reihe auf der rechten Seite der Gleichung oben an irgendeiner Stelle z € R auswerten kénnen,
und wir keinerlei Recht haben, den Ausdruck als Funktion zu deuten; in diesem Sinn ist f(z) einfach eine
bequeme Schreibweise fiir die Koeffizientenfolge (f;)jen. Eine einzige Ausnahme zu dieser Regel ist die
Auswertung an der Entwicklungsstelle xg, welche einfach den konstanten Term (d.h. den Term der Ordnung
0) der Potenzreihe reproduziert, f(xo) = fo.
Formale Potenzreihen f(x) und g(z), gegeben durch

F@) =" filw—mo), gla) =" gi(w—m),
j=0 j=0

werden addiert und mit Skalaren A € R multipliziert, indem man diese Operationen auf die Koeffizienten
anwendet, d.h. wir definieren

oo

(f(@) + Ag(x) =D (f5 + Agj)(z — o).

Jj=0

Die Multiplikation wird definiert, indem man Terme der richtigen Ordnung zusammenfasst, d.h.

flz)g(x) = Z Z fige | (@ — o)".

keN \j+e=k
Mit diesen Operationen wird der Raum der formalen Potenzreihen, welcher mit C[[z — z¢]] bezeichnet wird,
zu einer Algebra mit Einselement f(z) = 1 (die formale Potenzreihe mit konstantem Glied 1) iiber R.
Ubungsaufgabe 50. Zeige die letzte Behauptung!

Unsere formalen Potenzreihen haben zwar komplexe Koeffizienten, aber die Variable wird als “reelle
Verénderliche” aufgefasst werden (im Moment ist sie nur ein Buchstabe!). In diesem Sinn kénnen und werden
wir eine formale Potenzreihe f € C[[z]] in ihren Real- und Imaginérteil durch

f(x) =Re f(z) +ilm f(z) = Z(Re fi)al JriZ(Imfj)xj,

J J

wo nun Re f,Im f € R[[z]], zerlegen.

Will man zwei formale Potenzreihen g(y) € Clly—yo]] und f(x) € C[[xr—xo]] zu einer formalen Potenzreihe
g(f(z)) € C[[z — zo]] zusammensetzen, so muss man im Allgemeinen verlangen, dass der konstante Term
f(xo) = yo ist, und setzt in diesem Fall

g(f(@) =Y gr(f(x) —yo)*.
k
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Ubungsaufgabe 51. Warum ist diese Definition erlaubt? Gibt es andere Fiille, in denen die Zusammenset-
zung erlaubt ist?

Wir werden im folgenden oft mit dem Entwicklungspunkt zy = 0 arbeiten; dies ist keine besondere
Einschrinkung, da ja fir f(z) € C[z]] die Zusammensetzung f(x — x¢) € C[[x — x¢]] definiert ist, und die
so definierte Abbildung f(z) — f(z — x¢) ein Algebraisomorphismus ist. Die Einheiten der Algebra C[[x]],
also die beziiglich der Multiplikation invertierbaren Elemente, sind leicht zu bestimmen:

LEMMA 88. Die formale Potenzreihe f(x) € C[[z]] ist eine Einheit genau dann, wenn f(0) # 0. Damit
gibt es ein eindeutig bestimmtes maximales Ideal m C C[[z]], welches durch

m = {f(z): f(0) = 0}
gegeben ist.

BeEwEIs. Die Notwendigkeit der Bedingung ist offensichtlich: Wenn es eine Potenzreihe g mit f(z)g(z) =
1 gibt, so ist f(0)g(0) = 1, also f(0) # 0. Sei nun f(0) # 0; ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen
wir annehmen, dass f(0) = 1 ist. Wir konnen also f(z) = 1 — h(z) mit 2(0) = 0 schreiben.

Es ist uns schon bekannt (oder leicht zu sehen), dass die Potenzreihe

>y =Gly) € Cly]]

jEN
die Eigenschaft hat, dass (1 —y)G(y) = 1 ist. Wir ersetzen nun y durch h(z) und sehen, dass f(z)G(h(x)) =
(1=h(z))G(h(z)) = 1 ist. Die letzte Aussage des Lemmas folgt, da ein echtes Ideal keine Einheiten enthalten

kann, und die Menge der Elemente, welche nicht Einheiten sind, durch die Bedingung f(0) = 0 charakterisiert
wird, welche diese Menge als Ideal erkennbar macht. O

Formale Ableitungen und Stammfunktionen sind einfach zu definieren; fiir eine formale Potenzreihe f(z)
ist die Ableitung definiert durch

fl)y=>jfa"""
§=0

Offensichtlich ist f'(z) = 0 genau dann, wenn f(x) = r € R eine konstante Potenzreihe ist. Eine formale
Stammfunktion F(z) zu f(x) ist durch

F(z) = /f(:v) dx = Z jfﬁxﬁrl
3=0

gegeben; diese spezielle Wahl zeichnet sich durch F(0) = 0 aus. Wir fiihren nun einige wichtige formale
Potenzreihen ein; diese kennen wir zwar auch als Funktionen, hier gehen wir aber zunéchst rein formal vor.

Ubungsaufgabe 52. Rechenregeln fiir Ableitungen (Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel) und un-
bestimmte Integration gelten auch im formalen Sinn.

LEMMA 89. Sei A € C. Dann gibt es fir jedes yo € R genau eine formale Potenzreihe y(x) € C[[z]],
welche die Differentialgleichung y'(x) = Ay(x) mit der Anfangsbedingung y(0) = yo erfiillt. Diese Potenzreihe
wird als Exponentialreihe bezeichnet und ist durch

= ()
y(@) =y =yo Y ( .,)
=0 7

gegeben. Sie erfillt die Funktionalgleichung
etz — Azgne, A e C.

BEWEIS. Der unbestimmte Ansatz y(xz) = yo + Zj>1 y;x? fithrt durch Koeffizientenvergleich zu der
Familie von Gleichungen

jyj =Yj-1, j 2 17
welche eindeutig durch y; = 1;—? gelost wird.
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Die Funktionalgleichung iiberpriifen wir, indem wir beachten, dass sich die Ableitung der rechten Seite
f(z) = e*et als f'(z) = e el + pe el = (X + p) f(z) berechnet. Damit erfiillt f(x) die Differential-
gleichung, welche nach dem ersten Teil durch eA )% eindeutig gelost wird. O

Ubungsaufgabe 53. Lise die Differentialgleichungen y”(2) = y(x) und y”(x) = —y(z) in C[[z]].
Beispiel 33. Der Real- und Imaginérteil der Reihe ' werden als cos(x) und sin(x) bezeichnet:
Ree™ = cos(x) + isin(x).

Diese Reihen sind also durch

1)k , 1)k )
cos(z) = zk: ((2]@3! ) sin(z) = zk: (2(k +)1)!x2k+

gegeben.
LEMMA 90. Die formale Stammfunktion zu f(z) = (1+ x)~! € Cl[[z]], welche durch

In(1+2z) = i (_1),j+1

J
gegeben ist, wird als die Logarithmusreihe bezeichnet, und erfillt ™% =1 4+ z und In(e*) = z.

1 o
:§ 1)l
1+ (=127,

xJ

BEwEIS. Da

erhalten wir mit formaler Integration

1 —1)i+t
/ dzr = Z %x].
I+ >
Die Zusammensetzung f(z) = e®1+%) ist wegen In(1 4 0) = 0 wohldefiniert und erfiillt £(0) = 1, und
dntitn) ()

wir erhalten unter Verwendung der Differentialgleichung der Exponentialreihe und f'(z) = “— = 1.
Diese Differentialgleichung besitzt fiir die Anfangsbedingung f(0) = 1 die eindeutige Losung f(z) =1+ z.

Auf der anderen Seite ist die Zusammensetzung g(x) = In(e®) wegen ¢ = 1 definiert (eigentlich steht
hier In(1 + (e® — 1))), erfiillt g(0) = 0 und wir kénnen wiederum ¢'(z) = Xe® = 1 berechnen, also g(z) =

wie behauptet. (|

2. Konvergente Potenzreihen

Eine formale Potenzreihe f(x) € C[lx — x0]] ist konvergent, wenn es ein x; # xo gibt sodass die Reihe

flz1) = ij(l‘l - x0)’

konvergiert. In diesem Fall definieren wir den Konvergenzradius von f als

R(f) = sup q |71 — xo|: ij(ﬂﬁ — o) konvergiert » ,
J

und R(f) = 0 wenn es kein z1 # x gibt sodass f(z1) konvergiert. Die Menge der konvergenten Potenzreihen
wird mit C{x — z¢} bezeichnet.

LEMMA 91. Sei f € C[[z — z0]], und K C (zg — R(f),x0 + R(f)) =: D(f) kompakt. Dann konvergieren
die Partialsummen

k
Tof =Y fi(z — o)
=0

absolut und gleichmdssig auf K. Die auf D(f) als Grenzwert dieser Partialsummen definierte Funktion,
welche wir wiederum mit f bezeichnen, ist stetig.
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BeEwEIS. Wir kénnen R(f) > 0 annehmen. Da K kompakt ist, gibt es ein 21 € D(f) und ein ¢ < 1 mit
qlz1 — zo| > max,ek |T — xo|. Weiters ist, da ja f(z1) konvergiert, die Folge fj(z1 — o)’ eine Nullfolge, also
insbesondere beschriinkt; wir wihlen ein M > 0 mit |f;(z1 —z0)?| < M fiir alle j € N. Dann ist fiir beliebige
re K

k , k o gttt
(e — ) i< 4
D il —m)l< 3o Mg <4 —
j=0+1 Jj=C+1
Also konvergieren die Partialsummen gleichméssig und absolut auf K. Die Stetigkeit der Grenzfunktion folgt
aus Lemma 68. 0

Wir kénnen nun sehen, dass C{z} C C[[z]] eine Teilalgebra ist:
LEMMA 92. Seien f,g € C[[z]]. Dann gilt

R(f +Ag) = min(R(f), R(9)), R(fg) = min(R(f), R(g))-
Ist £(0) =0, und R(f), R(g) > 0, so ist auch R(go f) > 0.

Ubungsaufgabe 54. Beweise Lemma 92.
Die Berechnung des Konvergenzradius kann zum Beispiel mit Hilfe des Wurzel- oder des Quotientenkri-
teriums erfolgen:
LEMMA 93 (Hadamardkriterium). Sei f(x) € Cl[z]]. Dann ist
1

R(f) = .
)= SUD; o0 1 f3[1/77

wo wir 1/oo =0 und 1/0 = co vereinbaren.
1

limsup,_, . |f;
mit einem ¢ < 1. Da Slimsup,_, ., |f;|'// =1, ist fiir beliebiges ¢ > 0 die Ungleichung S7|f;| < (14 ¢)7 fiir
fast alle j erfiillt. Wir wiihlen e so klein, dass ¢ = ¢(1 +¢) < 1 ist. Damit ist fiir fast alle j die Ungleichung
|fillxl? = 1fi1¢7S7 < (¢')? erfiillt; damit ist die Reihe f(x) fiir diese x konvergent. Ist auf der anderen Seite

|z| > S, also |z| = Sq mit einem ¢ > 1, so ist fiir unendlich viele j die Ungleichung |f;|*/7 > Siq erfiillt, also

BEWEIS. Wir schreiben zunéchst S = EE # 0, 00. Ist nun |2| < S, so schreiben wir |z| = ¢S

|f;]|z|7 > 1 fiir diese j; damit kann die Reihe f(z) fiir diese = nicht konvergieren, da ihre Glieder nicht gegen
0 gehen. Es folgt R(f) = S.

Die Fille S = 0 und S = oo werden ganz dhnlich behandelt. |
LEMMA 94. Sei f(x) € C[[z]] mit |f;| > 0 fir fast alle j. Dann ist
R(f) = lim il
j=oo | fit1]

BEWEIS. Sei S = lim;_; %, wir nehemen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass f; # 0 fiir
alle 7 € N. Nun ist

gl ]

imoe | fjll2l? S’
also kénnen wir das iibliche Quotientenkriterium fiir || < S anwenden, um auf die Konvergenz zu schliessen,
und ehalten fiir x| > S Divergenz. O

Ubungsaufgabe 55. Berechne die Konvergenzradien von e® und In(1 + ).

Manchmal ist es bequemer, mit Wachstumsbedingungen an die Koeffizienten einer konvergenten Reihe
zu arbeiten.

LeEMMA 95. Sei f € C[[z]], f =, fja?, und fir s > 0 definiere
M(f) = sup|f;]s’.
j
Dann ist R(f) = sup{s > 0: M(f) < oo}.
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Aus dem Hadamardkriterium und der Tatsache, dass lim,,_, o ni/m =1 ist, konnen wir folgende Beob-
achtung herleiten:

LEMMA 96. Ist f € Cl[z]] und F eine formale Stammfunktion von f, so ist R(f') = R(F) = R(f).
Insbesondere ist f € C>(D(f)).

Die letzte Behauptung folgt dabei direkt aus Lemma 91 und Lemma 68, da die Partialsummen (als
Polynome) glatt sind.
Das Verhalten einer Potenzreihe in den Randpunkten des Konvergenzintervalls D(f) kann ganz unter-
schiedlich ausfallen. So ist die Reihe
=D
—x :
J

weder im linken noch im rechten Randpunkt konvergent; die Logarithmusreihe

ln(l—l—x)zzw

F J

konvergiert fiir z = 1 nach dem Leibnizkriterium (aber nicht absolut) und divergiert fiir = —1 als harmo-
nische Reihe; die Reihe
zJ
25

— J

J
konvergiert in beiden Randpunkten absolut. Eine befriedigende Antwort auf die sich hier aufdrdngenden
Fragen kann erst im Rahmen der komplexen Analysis gegeben werden.

Wir wollen nun versuchen, (konvergente) Potenzreihen beziiglich der Zusammensetzung zu invertieren;
wir arbeiten der Einfachkeit halber wieder in Cl[z]]. Seien f, g € C[[z]] mit f(0) = g(0) = 0 gegeben, welche
f(g(z)) = x erfiillen. Wir sehen direkt, dass f/(0)g’(0) = 1 ist. Mit Hilfe einer nichtverschwindenden Ablei-
tung kénnen wir die Existenz einer inversen Potenzreihe nachweisen. Wir beweisen zunéichst ein einfaches
Lemma, welches uns spéter zum Nachweis der Konvergenz der inversen Potenzreihe dienen wird.

LEMMA 97. Sei N > 1. Dann g¢ibt es eine Konstante E mit

1+ 0N
2 arraeey <

(1+0N
jg;ﬂ1+ﬁ 1+ k)N

BEWEIS. Es ist

| /\

1+ 0N
2.1
e IT+HNA+ (L —-4)N

1+ )N
§:<1+wz )

[ /\

bﬁg

por 1—|—j

O

LEMMA 98. Sei N > 1. Dann gibt es eine Konstante E, sodass die sodass fiir jedes m € N der Koeffizi-
enten d,, von t™ in

)4
(Za) -Tar
k J
die Ungleichung
l.m
4. < (ME)*s
(1+m)N
erfillt, wenn fir k < m die Ungleichung ci < M(1+k ~ erfullt ist.
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BEWEIS. Wir beweisen die Giiltigkeit der Ungleichung mit Induktion iiber ¢; fiir £ = 1 ist sie trivialer-
weise erfiillt. Wissen wir nun, dass fiir

-1
Z ejtj = <Z cktk>
J k

die Abschétzung
(ME)'~1'sI
e < ————=N
(1+7)
erfiillt ist, so folgt fiir den Koeffizienten d,,, dass
dm = Z epCq
ptg=m
Z (ME)*~1sP  Ms1
obemm (DY A+
M(ME)K—lsm (1 +m)N
- (I+m)¥ 1+p)N(L+g)V

Jj<m,

p+q=m
(ME)'s™

- 14+mN

O

Satz 51. Sei f(z) € Cl[z — xo]] mit f(xo) = yo und f'(xo) # 0 gegeben. Dann g¢ibt es ein eindeutig
bestimmtes g(y) € Clly — yo]], welches f(g(y)) =y erfillt; es gilt dann auch g(f(x)) = x. Ist f € C{z — zo},
s0 ist auch g € C{y — yo}-

BEWEIS. Zunéchst bemerken wir, dass wir ohne Beschréankung der Allgemeinheit annehmen konnen,
dass g = yo = 0: Ist f wie in den Vorraussetzungen, so betrachten wir p(z) = f(x + xo) — yo € C[[z]];
() erfiillt ¢(0) = 0 und ¢’(0) = f'(x0) # 0. Kennen wir den Satz fiir g = 0, so wissen wir, dass es ein
¥ € C[[z]] mit (¢p(x)) = z gibt. Wir setzen g(y) = ¥ (y — yo) + o, dann ist f(g(y)) = f(¥(y — yo) + xo) =
((y —0)) + Y0 =y — Yo +yo =y

Wir setzen g = . g;27 an. Die Gleichung f(g(z)) = x {ibersetzt sich in go = 0, fig1 = 1, und fiir j > 1

f19j + Pi(fr, g1 k < j) =0,
wo P; ein Polynom ist, genauer gesagt, der Koeffizient von t/ in dem Ausdruck
i ik g
Z Jr (Z gzt€> :
k=2 =1
Wir sehen also, dass wir die g; induktiv eindeutig bestimmen kénnen, was die Existenz einer formalen
Potenzreihe mit der gewiinschten Eigenschaft zeigt.

Weiters erfiillt das konstruierte g die Vorraussetzungen des Satzes, es gibt also ein h(z) mit g(h(x)) = x;
dieses erweist sich aber wegen f(z) = f(g(h(x))) = h(x) als das gegebene f.

Fiir den Konvergenzbeweis wollen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass f'(0) = 1

ist: falls f/(0) = A, so erfiillt die Funktion ¢ = A~1f, dass ¢/(0) = 1. Wenn wir das Ergebnis fiir solche
Funktionen bewiesen haben, erhalten wir ein ¢ mit ¢(1(z)) = z. Setzen wir nun g(z) = (A~ 1), so ist

flg(@)) = Ap(p(A12)) = . ,
Sei im folgenden N > 1 fix. Da f konvergent ist, konnen wir K, C' > 0 mit |f;| < CK’ bestimmen.
Die Koeffizienten g; sind nun induktiv durch
9 = =B (fx, gr)
gegeben. Wir behaupten, dass es L, M > 0 gibt, sodass
ML’
(145N
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Indem wir L geniigend gross wihlen, konnen wir M beliebig klein machen, sodass die Abschétzung fiir j = 1
erfiillt ist. Angenommen, dies ist fiir j < m der Fall. Dann ist

(ME)-L™ & . m
Arm™ = Axm~ ;C(KME)k SUrmy

lgm| <> CK*
k=2

wenn wir L geniigend gross wéhlen, sodass

- r_ (KME? 1
]é(KME)  1-KME < C

ist.

3. Reell-analytische Funktionen

Sei U C R offen. Eine Funktion ¢: R D U — C heisst reell-analytisch auf U, wenn es fiir jedes o € U
eine Potenzreihe f(z) € C{z—x} gibt, welche R(f) > 0 erfiillt und in einer Umgebung von z die Funktion f
darstellt, also f(z) = ¢() fiir alle  in einer Umgebung von z(. Die Menge der reell-analytischen Funktionen
auf U wird mit C*(U) bezeichnet.

Ubungsaufgabe 56. Welche algebraische Struktur besitzt C<(U)?

Nach Lemma 91 sind reell-analytische Funktionen insbesondere glatt. Eine glatte Funktion, welche reell-
analytisch ist, muss an jeder Stelle ihres Funktionsbereichs durch ihre Taylorreihe an dieser Stelle gegeben
sein: Wenn ¢(z) = >, fj(z — )7 ist, so erhalten wir durch Differenzieren, dass j!f; = ¢\ (z0) fiir alle j
ist. Allgemein schreiben wir

(7) )
Tepp =3 %(x — o) € Cl[x — )]

J

fiir die (formale) Taylorreihe von einer glatten Funktion ¢, welche in einer Umgebung von z( definiert ist.
Nicht alle glatten Funktionen sind reell-analytisch, und auch die Konvergenz der Taylorreihe einer glatten
Funktion ist keine Garantie dafiir, dass diese Funktion reell-analytisch ist (also die Funktionswerte in einer
Umgebung eines Punktes zy auch tatséchlich dem Grenzwert der Taylorreihe in diesem Punkt entsprechen).
Wiihrend wir also reell-analytische Funktionen mit ihren Taylorreihen identifizieren diirfen, ist dies fiir glatte
Funktionen im Allgemeinen falsch:

Ubungsaufgabe 57. Zeige, dass die Funktione o(z) = ez glatt auf R ist, und ¢)(0) = 0 fiir alle j gilt.

Eine grosse Klasse von Funktionen, welche reell-analytisch sind, ist durch konvergente Potenzreihen
gegeben.

LEMMA 99. Sei f(z) € C{z—x} eine konvergente Potenzreihe. Dann ist f(x) reell-analytisch auf D(f).
Fiir die Ableitungen gelten die Cauchy-Abschitzungen: fir jedes S < R(f) gibt es ein M > 0 sodass fiir
jedes x mit |x — x| < S

ME!

(k)
| (2)] < (S— |z —x0|)k+1

gilt.
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BEWEIS. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass f € C{z}, und schreiben R =
R(f). Fiir ein beliebiges x¢ mit |xg| < R versuchen wir f(z) in eine Potenzreihe um 1z zu entwickeln:

x) = ija:j
J
= ij(x — 29 + xo)j
J

_ ;fj <ij (i) P - xo)k>

Z Zoo ] k| (-2 )
i j_kk!(i>fj“’° N
(x — )"

= Ek :f(k)(xo)To-

Nun miissen wir offensichtlich in irgend einer Form die Vertauschung der Summation rechtfertigen, was dann
auch zeigt, dass die Potenzreihe um xy am Ende der Rechnung wiederum konvergiert.

Dazu beachten wir, dass nach Lemma 93 fiir ein beliebiges S < R die Folge |f;]S7 beschréinkt ist, sagen
wir durch M. Damit ist mit |z¢| = ¢S

1£99(ao)] = Zk!(i)fjxé‘k
<Zk'< )|fg (aS)’~

_Skz GG =1 ... G—k+1)¢

B Mk!
TS g
B MSE!
G
Die obige Doppelsumme
k

S (o) ae ) et
k j=k

erweist sich mit Hilfe der Abschétzung ab der zweiten Zeile dieser Ungleichung als absolut konvergent; man
kann nédmlich die Summation von beliebig vielen Absolutbetrigen ihrer Glieder fiir |2 — z¢| < S — |zo| durch

MS|z — xol* C
Z‘f(k) (o)l — wol* <Z A+ =

‘130 1 — |Z=%0

mit einer von x unabhingigen Konstanten C' abschitzen. Der Rest der Abschiatzung liefert die behauptete
Cauchy-Ungleichung. |

Ubungsaufgabe 58. Gib ein Beispiel einer reell-analytischen Funktion auf R, welche nicht durch eine
Potenzreihe mit Konvergenzradius R = oo gegeben ist (hier ist es gut, sich Gedanken dariiber zu machen,
welche reell-analytischen Funktionen Einheiten sind)!

SATZ 52. Eine Funktion f € C*°(U) ist reell-analytisch auf U genau dann, wenn es fir jede kompakte
Teilmenge K C U Konstanten C,r > 0 gibt, fiir die

sup |f®) (z)| < klCr*, keN
zeK
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qgilt.

BEWEIS. Um zu sehen, dass die Bedingung hinreichend ist, zeigen wir, dass jede glatte Funktion auf U
welche sie erfiillt in einer Umgebung jedes Punktes xy € U Grenzwert ihrer Taylorreihe ist. Nach Theorem 39
koénnen wir mit

) (2 _
7 () = 3 T gy

=
die Abweichung von f von seiner Taylorreihe als
(k+1)
k _ M) (k+1)

mit einem & mit | — x| < |z — x| schreiben. Wir wéhlen ein ¢ > 0 mit [xg — ¢, 20 + ¢] C U und erhalten
C,r > 0, fir die dann

i - HEDOL g, e g
| f(z) — zof(x)’—m|x—$o| SCr" T — x0T =
fiir k — oo ist, solange |z — zo| < min{e, 1/2r}.
Die Notwendigkeit folgt aus einem Kompaktheitsargument und der Abschétzung aus Lemma 99. ]

Gleichungen zwischen reell-analytischen Funktionen auf offenen Intervallen kann man tiberpriifen, indem
man die entsprechenden Gleichungen fiir die Potenzreihendarstellungen an einem beliebigen Punkt iiberpriift.

LEMMA 100. Wenn f,g € C¥((a,b)) die Eigenschaft haben, dass f(x) = g(x) auf einer nichtleeren
offenen Teilmenge U C (a,b) ist, dann ist f(x) = g(x) fir alle x € (a,b). Aquivalent dazu ist, dass fiir ein
xo € (a,b) die Ableitungen von f und g an der Stelle xo tbereinstimmen, also

f®(20) = " (z0), k€N
qgilt.

BEwEIS. Wir wéhlen ein beliebiges zg € U; fiir dieses gilt, nachdem wir beide Funktionen in ihre
Taylorreihe entwickeln konnen und diese gegen die jeweilige Funktion konvergieren, dass die Gleichheit
f(z) = g(z) in einer Umgebung von zy genau dann gilt, wenn f*)(zq) = g(¥) () ist. Wir betrachten nun

c=1inf{y € (a,b): f(z) = g(z) fir alle = € [y, zo|}

und miissen zeigen, dass ¢ = a ist. Dazu zeigen wir, dass fiir jedes yo mit xg > yo > a und f(x) = g(z) fiir
x € [yo, z] ein € > 0 existiert, sodass f(z) = g(z) auch fiir z € (yo — €, yo] gilt. Daraus folgt ¢ = a.

An der Stelle yo konnen wir f und g in ihre Taylorreihen entwickeln. Nachdem f und g rechts von
yo iibereinstimmen, ist ) (yo) = ¢®)(yo) fiir alle k& € N. Damit stimmen die durch ihre Taylorreihen
dargestellten Funktion f und g auf einer e-Umgebung von yq iiberein.

Dasselbe Argument zeigt, dass

d =sup{y € (a,b): f(z) = g(z) fiir alle z € [z, y]}
notwendigerweise d = b erfiillt, und damit ist f(z) = g(x) fiir alle « € (a, b). O

Reell-analytische Funktionen sind unter der Bildung von inversen Funktionen abgeschlossen:

SaTz 53. Sei f € C¥(a,b), f: (a,b) = (¢,d), mit f'(x) # 0 fir x € (a,b). Dann gibt es eine reell-
analytische Funktion g: (c,d) — (a,b) mit f(g(x)) =« fir € (¢,d) und g(f(x)) =z fir x € (a,b).

BeEwEIs. Da f/(z) auf (a,b) nicht verschwindet, ist f strikt monoton steigend oder fallend; wir kénnen
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit das erstere annehmen. Damit gibt es eine (stetig differenzierbare)

inverse Funktion g(z) auf (c,d), welche sich aber nach Theorem 51 in jedem Punkt zy € (c¢,d) in eine
konvergente Potenzreihe entwickeln ldsst, also reell-analytisch ist. |
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Beispiel 34. Die Exponentialfunktion exp: R — R} ist die Losung der Differentialgleichung ¢ = y, y(0) = 1,
und wir haben gesehen, dass sie durch die auf ganz R konvergente Potenzreihe e* gegeben ist; sie ist also nach
Lemma 99 eine reell-analytische Funktion auf R, welche dariiberhinaus die Funktionalgleichung e®+® = ¢t
erfiillt. Thre inverse Funktion wird als der Logarithmus In x bezeichnet, und ist eine reell-analytische Funktion
auf R.

Um Inz in eine Potenzreihe zu entwickeln, ist es allerdings einfacher, die Ableitung von In 2 implizit zu

berechnen, also die Gleichung

e =z
zu differenzieren. Dies liefert elnx%lnx =1, also
d 1
—Ilnx = —.
dx T

Die rechte Seite dieser Gleichung lisst sich mit Hilfe der geometrischen Reihe sehr leicht in eine Potenzreihe
entwickeln, und Integration liefert dann die gewiinschte Reihe fiir In z.

Die Funktionalgleichung des Logarithmus, Inab = Ina + Inb, folgt aus der Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion wegen ab = e!"%ent = elnatind,

Beispiel 35. Nachdem wir nun die Logarithmusfunktion eingefiihrt haben, definieren wir fiir « € R die

Potenzfunktionen
alnz

z*: Ry - Ry, 2% :=e
Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion zieht die wichtige Gleichung
20t =2%f reR,, oBcR
nach sich.

Ubungsaufgabe 59. Berechne die Ableitung(en) der Potenzfunktion %, und zeige (Entwicklung um den

Punkt 1), dass
[e%S) o ‘
14+2)%= (_)xj,
=3

j=0
wobei

(a) _ala—=1).. . (a—j+1)
J J!
die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten sind.

4. Trigonometrische Funktionen

Wir haben bereits die Reihen cos(x) und sin(x) eingefiihrt,

N DR e (R AT
cos(z) = zk: @) 2% sin(x) = zk: mx k1,

Diese Potenzreihen haben unendlichen Konvergenzradius, stellen also reell-analytische Funktionen auf R dar.
Weiters gilt

cos?(x) 4 sin’(x) = (cos(x) 4 isin(z))(cos(z) — isin(z)) = e @ =¥ =1,

und wir wissen damit dass cos,sin: R — [—1, 1], weiters ist cos(0) = 1, sin(0) = 0. Es ist auch einfach
zu sehen, dass sin’(z) = cos(x) und cos’(z) = —sin(z) gilt. Wir bemerken auch, dass cos gerade ist (d.h.
cos(—x) = cos(x)) und sin ungerade (d.h. sin(—z) = — sin(x).

LEMMA 101. Es gibt eine kleinste reelle positive Nullstelle & von cos; wir definieren m = 2€.

BEWEIS. Angenommen, cos(z) > 0 fiir alle positiven x; dann ist wegen cos”(z) = — cos(z) die Funktion
cos strikt konkav auf R, . Das ist ein Widerspruch zur Beschrianktheit von cos(x). g

Um die weiteren Nullstellen der trigonometrischen Funktionen zu finden, benttigen wir die Additions-
theoreme.
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LEMMA 102. Firxz,y € R gilt
cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y), sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y);
insbesondere gelten die Halbwinkelformeln

o 14 cos(2x)

5 1 —cos(2x)
2 ’ '

cos(x) sin(x)” = 5

BEWEIS. Es ist
cos(z +y) +isin(z +vy) = e'(z +y)
_ ezwew
= (cos(z) + isin(z))(cos(y) + isin(y))
= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) + i(sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y));
die Formel folgt also aus Vergleich von Real- und Imaginérteilen. (]
Damit ist sinm = sin(7/2 + 7/2) = 2cos(w/2) sin(n/2) = 0 und auch sin(27) = 0; an diesen Stellen ist
notwendigerweise cos(m) = —1 und cos(27) = 1 (wir verwenden hier, dass sin?(x) + cos?(z) = 1 und die
Monotonieeigenschaften, die wegen cos’(x) = —sin(z) gelten). Wir kénnen nun auch die Periodizitéit der
trigonometrischen Funktionen nachweisen:

cos(z + 2m) = cos(x) cos(2m) + sin(x = cos(z),

) sin(2m)
) cos(2m) + cos(z) sin(27) = ( ),
) cos(

cos(m/2) + cos(x) sin(7/2) = cos( ),
cos(z + 7/2) = cos(x) cos(mw/2) — sin(z) sin

sin(27
sin(x + 27) = sin(x) cos
(

sin(x + 7/2) = sin(x

(
(

3
~

[\
—

—sin(z).

Insgesamt ergibt sich damit folgendes Bild fiir die Nullstellen:
LEMMA 103. Die Nullstellen von cos(z) sind durch

ng—kmr, nez

gegeben, und jene von sin(z) durch

An diesen Punkten gilt
cos(nmw) = (—1)", sin (g + n7r) =(-1"

Ubungsaufgabe 60. Zeige, dass die in Lemma 103 angegebenen Nullstellen tatsichlich alle sind.
Der Tangens und der Cotangens,
sin(z)

tan(z) = , cot(x) =

cos(z)

cos(x)

sin(z)’
sind dementsprechend reell-analytische Funktionen auf R\ {n/2 4 nw: n € Z} beziehungsweise R\ {n7: n €
Z}.

Die inversen Funktionen von sin und cos konnen jeweils fiir die Einschrédnkung auf Intervalle zwischen
zwei Nullstellen dieser Funktionen definiert werden; dies gibt die verschiedenen “Zweige” dieser Funktionen.
Standardméssig setzt man

arcsin: [—1,1] — [-n/2,7/2], arccos: [-1,1] — [0, 7],

welche nach Theorem 53 reell-analytisch auf (—1,1) sind. Andere Wahlen des arcsin bzw. des arccos unter-
scheiden sich von den Hauptzweigen um ein Vielfaches von 2.

Ahnlich verfihrt man mit der Umkehrfunktion des Tangens; wegen lim,_, /o tan(x) = —oo, lim,_,, /o tan(z) =
+o00 ist tan: (—7/2,7/2) — R, weiters ist tan’(x) = (cos(z))~2 # 0 fiir x; nach Theorem 53 gibt es also die
Umkehrfunktion

arctan: R — (—7/2,7/2),
welche reell-analytisch auf R ist.
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Die Ableitungen der Umkehrfunktionen berechnet man mit Hilfe von impliziter Differentiation und unter
Verwendung der trigonometrischen Formeln. So ist
sin(arcsin(z)) = z,
also nach Ableitung
cos(arcsin(z)) arcsin’(x) = 1.
Nun ist aber cos?(arcsin(z)) + 22 = 1, und damit (da cos auf (—7/2,7/2) positiv ist) cos(arcsin(x)) =

V1 — 22, also
1

V1—a2

arcsin’(z) =

—1
V1i—x2’
Die Reihenentwicklung von arcsin erhélt man nun aus der Entwicklung von

(1—2%)2 = i (1./2> (—1)7z%

P

Ubungsaufgabe 61. Zeige, dass arccos’ (z) =

durch Integration.
Eine &hnliche Strategie kann man fiir die Reihe des Arcustangens verwenden: Aus tan(arctan(z)) = z
folgt arctan’(z) = cos?(arctan(z)), also arctan’(z) = (1+22)~L. Die Reihenentwicklung ergibt sich damit als

arctan(z) = Z %xm“.
iz0
Wenn wir nun in diese Entwicklung = = 1 einsetzen, erhalten wir
T 1 1
1= 1 3 + g
Natiirlich diirfen wir in die rechte Seite der Gleichung nicht einfach = 1 einsetzen, da wir uns an keinem
inneren Punkt des Konvergenzintervalls der Reihe befinden. Wir kénnen aber wie folgt argumentieren, um

zu sehen dass ] )
AV —1)d
i, 3 =Y
ST izt
Sei € > 0, dann existiert ein gerades N mit

fiir alle x € [1/2,1]. Damit ergibt sich

(=1 5 (=1 (=1)7 5 (=1
X 7 — <9 g+l _
Z2j+1x Z2j+1 = 8J’£2j+1m Z2j+1

J J J<N J<N

Der letzte Summand kann nun fiir € [rg,1] auch kleiner als e gemacht werden, und wir erhalten die
behauptete Aussage.

Um die trigonometrischen Funktionen ihrer {iblichen geometrischen Interpretation zuzufiihren, ist es von
Vorteil, das Konzept eines Wegs einzufithren. Ein Weg in R? = C ist eine stetige Abbildung v: [a,b] — R?,
wobel wir sagen, dass v(t) = (z(t),y(t)) differenzierbar ist, wenn = und y differenzierbar sind, und wir
schreiben ~/(t) = (2/(t),y'(t)). Wir nennen +/(¢) den Tangentialvektor an die Kurve v im Punkt v(¢) und
sagen, dass 7y reguldr ist, wenn +/(¢) # 0 fiir alle ¢ € [a, b] gilt.

Die Funktion y(t) = e’ ist ein Weg in R, wobei wir ¢ zuniichst auf ein Intervall der Liinge 27 einschréinken
wollen. Wegen +/(t) = ie® ist |y(t)| = |7/ (t)| = 1; mit anderen Worten, v(¢) durchliuft den Einheitskreis mit
gleichformiger Geschwindigkeit 1. Der Punkt y(t) = (cos(t), sin(t)) ist damit der Punkt auf dem Einheitskreis,
der Bogenlinge ¢ von (1,0) auf der Kreislinie entfernt liegt.

Damit erkennt man cos(t) als die Linge der Ankathete und sin(t) als die Lange der Gegenkathete eines
Winkels ¢ in einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Hypothenuse Lénge 1 besitzt. Der tan(t) wird erhalten,
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indem man das Dreieck so streckt, dass die Linge der Ankathete 1 wird, und bezeichnet dann die Linge
der Gegenkathete. Die Linge der Hypothenuse im so enststandenen Dreieck ist der Sekans von ¢, sec(t) =
cos(t)~!. Eine andere Interpretation ist, dass tan(¢) die Linge der Strecke von (1,0) zum Schnittpunkt
der Geraden, welche mit der z-Achse den Winkel ¢ einschliesst, mit der Geraden = = 1 darstellt (fiir ¢ €
(=7/2,7/2)).

Ahnliche Interpretationen besitzen der Cotangens
cos(t)
sin(t)
wobei hier die Gegenkathete auf Linge 1 gebracht wird; der Cosecans csc(t) = sin(t)~! entspricht nun der
Geraden y = 1.

Der Tangens und der Cotangens kénnen mit Hilfe der Exponentialfunktion in folgender Form geschrieben
werden:

cot(t) =

)

1 eit _ efit 1 €2it -1 eit + efit eQit +1

i et + e—it 7 e2it +1 eit — g—it e2it _ 1

Auch Tangens und Cotangens erfiillen Additionstheoreme. Diese kann man aus der elementaren Identitét
ab—1 _ (a—1D)b+1)+0-1)(a+1) -+

ab+1 (a+D)b+1)+(a—Db-1) 1ot

tan(t) =

ableiten, indem man a = €2* und b = €2 setzt, und so

tan(s) + tan(t)

ta t) = ————~
n(s +1) 1 — tan(s) tan(?)

erhalt.

Beispiel 36. Wir berechnen eine Stammfunktion von /1 — 22 auf dem Intervall (—1,1). Mit Hilfe der
Substitution & = sin(t) sehen wir, dass

/ﬂdx:/cos(t)2 dt

1 2t
- / 2 costet) C;)S( ) gt

t  sin(2t)
2 4
1
il (arcsin(x) +av1-— 392)

Die Wahl eines Zweiges des arcsin (also die Addition einer Vielfachen von =) dndert nur den Wert der
Stammfunktion an einer Stelle; wir haben hier die Stammfunktion, welche an der Stelle 0 verschwindet,
angegeben.
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KAPITEL 6

Elementare Fourierreihen

1. Definition, Motivation und Beispiele

Wir haben schon eine Methode kennengelernt, eine Funktion durch “elementare” Funktionen zu appro-
ximieren. Dabei haben wir, um eine Funktion ¢ durch Polynome zu approximieren, ein formales Objekt,
die Taylorreihe von ¢ betrachtet. Fiir reell-analytische Funktionen ist die Ubereinstimmung von dieser Po-
tenzreihe und der durch sie dargestellten Funktion gegeben, und wir kénnen uns in Rechnungen auf die
Manipulation eines algebraischen Objekts beschréinken.

Leider sind Ableitungen einerseits schwer zu berechnen, und andererseits ist es notwendig, dass Funktio-
nen glatt sind um ihre Taylorreihe zu berechnen; damit die Taylorreihe dann auch tatséchlich die Funktion
darstellt, ist auch noch ein kontrolliertes Wachstum der Ableitungen dieser Funktion notwendig. Dies macht
es oft erstrebenswert, Funktionen auch auf andere Weise darzustellen.

Eine formale Fourierreihe ist ein Ausdruck der Form

a) | : = :
50 + Zaj cos(jx) + ij cos(jx),
j=1 j=1

wo aj,b; € C. Eine Fourierreihen stellt, so sie konvergiert, eine Funktion dar, welche p(z + 27) = ¢(z)
erfiillt—wir sagen, ¢ ist periodisch mit Periode 27 oder einfach, ¢ ist 2w-periodisch.

Fiir eine 27m-periodische Funktion geniigt es, die Werte f(z) fir a < < a + 27 zu kennen; genauer
gesagt, kommt f von einer Funktion auf dem Quotientenraum R/ ~, wo & ~ y durch y — x € 27Z definiert
wird. Dieser Raum ist der eindimensionale Torus—im folgenden wollen wir uns einfach auf Funktionen f
beschrinken, die auf [—m, 7] definiert sind, und Werte f(x) fiir ¢ [—7, 7] dadurch definiert werden, dass
f(z) = f(x + 2kn) wo x + 2km € [—m, 7).

Oft ist es vorteilhaft, unter Verwendung von e® = cos(x) + isin(x) die kompleze Darstellung der Fou-

rierreihe
LijT
E cje

jez
zu verwenden. Dabei ist 2¢y = ag, und
1 . , 1 . .
¢ = §(aj —ibj), >0, ¢ = i(afj +ib_j), j<O.

Eine formale Fourierreihe ist reell, wenn a;,b; € R oder dquivalent ¢; = ¢_;.
) VER] J J
Wir erinnern an einen Satz iiber die Konvergenz von Funktionenreihen, den wir schon oft verwendet
haben, und nun auch allgemein formulieren wollen:

SATZ 54. Sei X ein topologischer Raum, und f; stetige Funktionen auf X, welche
1filloo = sup | f;(2)] < ¢
zeX
erfillen. Wenn 3, e; < 0o, dann ist

f@) = fi(a)

eine stetige Funktion auf X.
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BeEwEIs. Da die Folge der Partialsummen
() = fi(x)
j=1

fiir fixes € X eine Cauchyfolge ist, gibt es die Grenzfunktion f(x) = lim, o gn(z)—mehr noch: fir
jedes fixe ¢ > 0 konnen wir ein N wihlen, sodass fiir n > N sogar fiir jedes * € X die Ungleichung

|f(x) = gn(@)] < |If — gnll < € erfiillt ist.

Sei nun zg € X und £ > 0 beliebig. Wir miissen zeigen, dass es eine Umgebung U von X gibt, sodass
|7 (y) — f(m0)| < e fiir alle y € U gilt. Sei N so gewihlt, dass ||f — gn|| < /3 ist. Da g stetig ist (als Summe
endlich vieler stetiger Funktionen), gibt es eine Umgebung U von x¢ mit |gn (y) — gn(z0)| < €/3. Insgesamt
konnen wir also

[f () = flzo)l < [f(y) —gn W)l + lan (y) — gn(20)| + |gn (z0) — f(zo)]
<If =gl +e/3+ 11 —9nll
<e/3+4+¢/3+¢/3=¢
gilt. ]
Wir erinnern auch an die entsprechende Aussage fiir differenzierbare Funktionen, welche aus Lemma 68

folgt:
Satz 55. Seien f; € C*([a,b]) gegeben, und sei

Wenn 3, € konvergiert, so ist 3, f; € C*([a,b]).

4 4
£ )HOO = Jnax 110@) <ej, <k

Wir kénnen nun ein Kriterium angeben, um die gleichméissige Konvergenz von einer formalen Fourierreihe
gegen eine stetige Grenzfunktion zu garantieren.

SATZ 56. Sei Zj ej konvergent. Wenn die Koeffizienten der Fourierreihe
ao . .
5 + Z a; cos(jx) + Z b; sin(jz)
j J

die Ungleichungen
laj| <ej. [bj| e

erfillt, so konvergieren die Partialsummen der Fourierreihe

ao . v
Sn(z) = 5 + Z a; cos(jx) + Z b; sin(jz)
J<N J<N
gleichmissig gegen eine 2mw-periodische stetige Funktion f(x).
Allgemeiner ist, falls sogar j*e; konvergiert, f € C*(R).
Der Beweis erfolgt durch Uberpriifen der Vorraussetzungen von Theorem 55 unter Beachtung der Tat-
sache, dass man sich auf das kompakte Intervall [—7, 7] einschrinken kann.

Bemerkung 15. Aquivalent zur Vorraussetzung in Theorem 56 ist, dass die Koeffizienten der komplexen
Darstellung der Fourierreihe die Abschétzung |¢;| < ¢; erfiillen. Die Partialsummen sind in dieser Form
durch

N
Sn(z) = Z c;e”
j=—N

gegeben.

Wir fragen uns nun, wie man die Koeffizienten der stetigen Grenzfunktion einer (gleichméssig) kon-
vergenten Fourierreihe aus der Grenzfunktion berechnen kann. Der Schliissel dazu liegt in den folgenden
Identitéiten:
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LEMMA 104. Es gelten die Orthogonalititsrelationen

/ﬂ' imx _ —ine 0 m 7é n
e%e dx = ,
2T m=n.

—T

beziehungsweise

- - T m=mn%#0,

/Tr cos(ma) cos(nz) do = /7T sin(mz) sin(na) dz = {0 m#£n

und
/ cos(ma) sin(nz) dz = 0.
—T
BeEwEIS. Wir beginnen mit der Aussage fiir die komplexe Exponentialfunktion. Es ist gimee=ine — gijz
wo j = m — n ist. Falls j # 0, besitzt diese Funktion die Stammfunktion e]j, und wir erhalten

L . eliz . . . .
imx ,—inx 1. i == igm o —im) - —1) — (=1)7) = 0.
/_ﬂe e T i (e e ) ; (( ) (-1) )

Wir verwenden nun diese Aussage, um die reellen Orthogonalitéitsrelationen herzuleiten. Wir haben

" 1 1

™ 1 ™ . . . .
/ cos(mx) cos(nx) do = 1 / (€™ 4 e M) (e F e ) d

—T

1 [ . 4 , 4

4 —T
_ }/” (ei(m-&-n)x + ei(n—m)x + ei(m—n)x + e—z’(m—i—n)x) dx
1),
0 m#mn,
=47 m=n#0,

2r m=n=0.

Fiir die Aussage fiir die Sinusfunktion rechnet man ganz analog, unter Verwendung von 2isin(z) = !* —

e*ix. O

Wir kénnen nun fiir eine gleichméssig konvergente Fourierreihe
> e = f(x)
J
wie folgt rechnen:

™ ™
/ f(x)e—inw do = / cheijw e~ T I
-7 -7 §
™ .. .
Z/ cjez]:ce—lnm dx
j 7T

= C]‘Qﬂ'.

Ahnlich sehen wir, dass wir a; und b; wie folgt berechnen kénnen:

1 /" 1 /"
a; = — f(x)cos(jx)dx, b; =— f(x)cos(jz) dx.
T ) _x T )
Definition 45. Sei f € R([—n,7]), dann definieren wir die Fourierkoeffizienten
1 [ ;
wlf) =5 [ Fa)e s
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beziehungsweise
1 (" 1 ("
an(f)=— f(x)cos(nx)dz, b,(f)=— f(z)sin(nx) dz.
™ J)_x T J—m
Bevor wir einige Beispiele berechnen, bemerken wir folgende Vereinfachung:

LEMMA 105. Wenn f € R([—w,n]) gerade ist (d.h. f(z) = f(—x)), so ist bj(f) =0 und

_2 /ﬂ () cos(n) da

fir alle j; wenn f ungerade ist (d.h. f(—z) = —f(x)), so ist a;(f) =0 fiir alle j und

/ f(z) sin(nx) dz.

Beispiel 37. Wir berechnen die Fourierreihe der Dreiecksfunktion |z|. Da x +— |z| gerade ist, miissen wir
nur a, berechnen; ag = 7 folgt einfach, und fiir j > 0 haben wir

ra;(Ja]) = /ﬂ 2] cos(nz) dz

—T

2/ x cos(nx) dx
0

_ 9 <xsir;(nx) 3 /07r Sin:m)>

cos(nm) 1
=2 ( n? * nQ>

Also ergibt sich die Fourierreihe als

T 4 cos(3x)  cos(bx)
27T<cos(:£)+ 9 + 5% +...,

und diese konvergiert gleichmissig gegen |z| auf [—7, 7]. Eine Auswertung fiir = 0 liefert
) P ™
— (27 + 2 8
Beispiel 38. Nun wollen wir die Fourierreihe der Rechteckfunktion sgn x berechnen. Diese ist ungerade, und

wir erhalten
2 (_cos(nﬂ') N 1) 21+ (=)t

™ n n ™

2 us
bj(sgnz) = ;/ sin(nz) dr =
0

Die Fourierreihe ist damit

4 in(3 in(5
4 (sin(@) + sin(3x) n sin(5x) L
T 3 )
Hier konnen wir die Konvergenz noch nicht garantieren. Falls die Summe konvergiert, so erhalten wir fiir
x=m/2
1 1 n 1 B
3°5 B

Beispiel 39. Fiir die Sdgezahnfunktion x (welche ungerade is

/x51 n(nz) dx
0
< @ cos(nx) /7r cos(nx) )
+ —dx
0 n

n+1

SN

) erhalten wir

bj(z) =

SAFCEERI

n
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Damit ergibt sich die Fourierreihe als

2 (Sin(x) - Sm(;x) + Siné‘%) . ) .

2. Das Riemann-Lebesgue Lemma

Das néchste Lemma, das sogenannte Riemann-Lebesgue Lemma, zeigt uns, dass die Fourierkoeffizienten
einer integrierbaren Funktion eine Nullfolge bilden.

LEMMA 106. Sei f € R([—m,n]). Dann gilt
lim a,(f) = lim b, =0.

n—oo n—oo
BEWEIS. Wir zeigen die Behauptung fiir a,,. Zunéichst zeigen wir, dass die Behauptung fiir beliebi-
ge Treppenfunktionen t(x) gilt; dazu geniigt es zu zeigen, dass die Behauptung fiir eine charakteristische
Funktion eines Intervalls [a,b] C [—7, 7| gilt:

b . .
sin(nb sin(na 2
lan (aan)| = | [ costna) o] = |22 S} 2,
o n n n
also ist a,, eine Nullfolge.
Sei nun € > 0 beliebig. Dann gibt es eine Treppenfunktion ¢ mit
1 s
=] ) - s@lde <,
und wir kénnen wie folgt abschétzen:
1 s
an(Dl = |~ [ f()cosnz) da
1 s
< |f(x) = t(z)]| cos(nz)| dz | + |an(t)]
<e+an(t)].

Da a,,(t) — 0 fiir n — oo, gibt es ein N € N sodass |a,, (t)| < € fiir n > N. Fiir diese n ist also |a,(f)] < 2e;
und damit ist a,(f) eine Nullfolge. O

Fiir stetige Funktionen wollen wir einen etwas anderen Beweis geben, der eine Abschitzung liefert,
wie schnell die Fourierkoeffizienten gegen 0 gehen. Wenn f stetig auf [—m, 7] ist, so ist mit Hilfe einer
Koordinatenwechsels

2men(f) = i f(z)e ™" dx

7(1+1/n) )
= / f(z—m/n)e @) gy
—7(141/n)

s
=— f(x —7/n)e”"* da,
wobei wir unsere Verabredung iiber die Periodizitit verwendet haben, sowie die Formel €™ = —1. Damit
ergibt sich

o= | ([ s@eaa— [ g -mpmeear)
<1 swp [f(2)— flo—n/n)l.
z€[—m, 7]

Der letzte Ausdruck geht fiir n — oo gegen 0, da f stetig auf dem kompakten Intervall [—m, 7], also
gleichmissig stetig ist.
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Der letzte Ausdruck in der Ungleichungskette gibt uns auch einen Anhaltspunkt, um das Riemann-
Lebesgue Lemma zu quantifizieren, also die Geschwindigkeit der Konvergenz der Koeffizienten zu bestimmen.
Dazu definieren wir, dass eine stetige 27w-periodische Funktion f Hélder-stetig von der Ordnung « ist, wenn

[f(@) = f(y)l < Clz —y|*
fiir alle z,y € [—m, 7] ist. Die Menge der Holder-stetigen Funktionen wird mit C*([—m, 7]) bezeichnet; sie
wird mit der Festsetzung
[f(z) — f(y)]

o =11f -+ sup
£l = 1 le +sup <=

zu einem normierten Vektorraum (welcher sogar ein Banachraum ist). Allgemeiner definieren wir den Raum
C*e([—m,7]) als den Raum der Funktionen f € C*([—m,7]) mit f*) € C([—x,7]), und wird mit

=3 7]+ [s®
j=1

«

zu einem Banachraum.

Wir weisen die Vollsténdigkeit von C*([—m, 7]) nach. Sei also f, eine Cauchyfolge in C*([—m, 7]). Dann
ist f, eine Cauchyfolge in C([—m,7]), und damit gibt es eine stetige Funktion f, die der gleichmissige
Grenzwert der f,, ist. Fiir diese erhalten wir fiir x # y

G 1)) N 1O Rl 1) [ SRR
oyl Tems T gl el e

also f € C*([—m,n]). Nun miissen wir noch nachweisen, dass f auch der Grenzwert der f,, in der C*([—m, 7])-
Norm ist:

1) = ful@) = SO + Sa@)] _ (o na) = Sul@) = Fn0) + Falw)]

|z — y|> m—00 |z —y|>

m— oo

Also ist || f — fully, < I = fallo + limsup,, o [ fm — frll,, und der letzte Ausdruck geht gegen 0 fiir n
gegen oo, was zeigt, dass lim, o fn, = f in C¥([—m, 7]).
Dieselbe Rechnung wie oben zeigt fiir f € C*([—m,7]), dass

|Cn(f)‘ = 4];T< - f(x)e*’inw dr — 3 f(xﬂ—/n)e’bnmdx>
S% sup |f(z) — f(z —m/n)|
z€[—m,m]
< Cln|™®.

Die Konstante C' héngt hier nur von ||f||, ab. Eine Ungleichung fiir die a,(f) bzw. b,(f) folgt nun, da
2¢, = an — iby, 2¢c_y, = a, + by, also

|an(f)| < |Cn(f)| + ‘C—n(f)| < 20|7”L|7a.

Im Falle einer Funktion f € C** kénnen wir zunichst k-mal partiell integrieren und erhalten

- Cn(f(k)) .

en(f) =
nk

insgesamt haben wir damit folgendes gezeigt:
LEMMA 107. Es gibt Konstanten C, K > 0, sodass fiir f € C**([~m,7]) die Ungleichungen
Cllfll,0
len(f)] < e 0 " € Z,
K fllg.q K fllgq
lan(f)] < nTa” b (f)] < nTa” n €N,
erfullt sind.



3. Die Bessel-Ungleichung

FEine andere Methode, das Grossenwachstum von Fourierkoeffizienten zu kontrollieren, ist mit Hilfe von
Integralen; der Ausgangspunkt ist die Ungleichung von Bessel. Wir erinnern an unsere Notation fiir die N-te
Partialsumme einer Fourierreihe:

Snf(z Z ci(f)e”.

Wir berechnen

|f(@) = Sn f(2)[* = (f(z) = Sn f(x)) (f(z) = Sn f(2))
=|f(2)]* = f(2)Sn f(z) = f(2)Sn f(z) + SN f(2)[*.

Wenn wir diese Gleichung integrieren, erhalten wir

1
— ISNf )? do = Z le; (f

2
j=—N

und
N

iﬁ[ﬂ f(x) ‘:Z—NCJ e T = Z le; (f

Zusammengenommen erhalten wir

L[ 2 1 )2
0< o [ 17le) = Sufa) do = %/ DEdr— 3 Jey(f
j=—N
Auch daraus folgt die Konvergenz der ¢; gegen 0!
Wir fassen die Bessel-Ungleichung zusammen:
SATZ 57. Sei f € R([a,b]). Dann gilt die folgende Gleichung:
[ s - suswpar= L [ swEa - Y o
2 ), 21 Pt i (NI

insbesondere ist

o0 1 T
> kNP < 5= [ @)
Jj=—00

Die Gleichheit
oo 1 b
> k<5 [ 1@l
Jj=—00

gilt genau dann, wenn die Partialsummen Sy f im quadratischen Mittel gegen f konvergieren, also

us

lim |f(z) — Sy f(z)*dx =0
N—oo .
ist. Insbesondere gilt also Gleichheit, wenn f der gleichméssige Grenzwert der Sy f ist, z.Bsp. wenn f selber
der gleichméssige Grenzwert einer (seiner) Fourierreihe ist, also unter den Vorraussetzungen von Theorem 56.
Noch konnen wir diese Konvergenz einer Fourierreihe gegen die Funktion, welche sie erzeugt, nicht beweisen—
sie gilt auch im allgemeinen nicht. Wir wollen uns nun auf einen Spezialfall konzentrieren.
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4. Konvergenz von Fourierreihen

Wir betrachten zunéchst die Partialsummen einer Fourierreihe etwas genauer. Es ist
N

Snf@)= > ¢(f)e’”

j=—N

Nooq g 3

§ — f(t)efw(tfw) dt
) 2r J_»
j=—N

1" al
=— | f| > | dt
2 J_, i~
1 [~ N
=5 fle+1t) Z et | dt
T ) Py
_ ! ﬂf( +t)Dy(t) dt
o ), * N

Die Funktion Dy (t) heisst Dirichletkern und hat eine einfachere Darstellung wie folgt:

N
DN<t) = Z eijt
j=—N

2N
_ e—th E ez]t
Jj=0

_ i(2N+1t
_ intl—e ( )
=e ,
1— et

e—iNt _ Gi(N+1)t
o 1—eit

e— % —iNt _ Gi(N+1)t
= t

Es gilt
DN (t) =27

—T
, und damit erhalten wir folgende Darstellung der Abweichung einer Funktion von einer Partialsumme ihrer

Fourierreihe: 1 g

£@) = Sxf@) =5 | (f@) = o+ 0)D(0) .
Wir sehen also, dass die Konvergenz einer Fourierreihe einer Funktion gegen diese Funktion an einem gege-
benen Punkt z damit in Verbindung gesetzt werden kann, wie die Funktion f(x) — f(z + t) sich am Punkt

t = 0 verhélt. Genauer wollen wir das fiir Funktionen formulieren, welche eine Holder-Bedingung erfiillen:

SaTz 58. Sei f € C¥([—m,w|). Dann konvergieren die Partialsummen der Fourierreihe von f gleichmissig
gegen f auf [—m, 7).



KAPITEL 7

Mehrdimensionale Differentialrechnung

1. Lineare Algebra
Wir arbeiten in endlichVektorrdumen iiber R, das heisst, in Vektorrdumen welche isomorph zu
R™ ={(z1,...,2m): z; € R}
mit der iiblichen komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation
(@1, Tm) + W, Ym) = @1+ Y15 s T F Ym)y, MZ1, e ) = (AZ1, .o ATy,

sind. Wir werden im folgenden diese Zeilenvektoren mit Spaltenvektoren nach Belieben identifizieren (eine
Begriindung dafiir kommt noch). Die Vektoren

ei:(O,..., 1 ,...,0), i:]-v"'vmv
jth spot

bilden eine Basis des R™, die Standardbasis. Wenn wir verschiedene Vektorrdume R™ und R™ betrachten,
werden wir dieselbe Notation fiir die Standardbasen in beiden Rdumen verwenden (die Verwirrung, die
dadurch entsteht, ist der Uberladung der Notation vorzuziehen).

Der R™ besitzt ein inneres Produkt, das Standardprodukt, definiert durch

J

und die damit verbundene euklidische Norm
2
z]|” = (z,z).
Eine Bemerkung ist, dass jede andere Norm mit der euklidischen Norm vergleichbar ist:

LEMMA 108. Sei ||-||; eine Norm auf R™. Dann gibt es eine Konstante C' > 0 mit
1
& lelly < llall < C el

BEWEIS. Sei ||e;||; = A; > 0. Dann ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

lally = | > wjes|| <D leslhy <[> a2 [S-A < Lall.
i=1 L g j j

Insbesondere ist die Identitdt als Abbildung von R™ versehen mit der Topologie von ||-||; nach R™ versehen

mit der Topologie von ||-|| stetig. Damit ist die Einheitssphére
Sy =A{a: |zfl, =1}
kompakt in R™ mit der Topologie von ||-||. Damit ist

K = min ||z|| > 0
r€EST

und
x
—— || >K, z€R”
e
also K ||z||; < |lz||. Wenn wir nun C' = max L, K~' wihlen, ist die Behauptung des Lemmas erfiillt. O
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Insbesondere ist die durch eine beliebige Norm definierte Topologie auf R™ eindeutig bestimmt und
stimmt mit der Produkttopologie iiberein.
Eine Abbildung A: R™ — R™ heisst linear, wenn sie mit den linearen Operationen vertauscht, also

Az + My) = A(x) + NA(y)

fiir alle z,y € R™ und A € R gilt. Der Raum der linearen Abbildungen von R™ nach R"™ wird mit der
Festsetzung (A + AB)(z) = A(x) + AB(z) selber zu einem endlichdimensionalen R-Vektorraum L(R™,R™).
Er wird mit dem Raum der n x m-Matrizen (n Zeilen, m Spalten) mit reellen Eintragen identifiziert, also
mit R™”. Dabei entspricht die lineare Abbildung A der Matrix mit Eintrdgen

Aij = (e, Aej),

oder in Worten: der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix zu A ist die i-te Koordinate des
Bilds des j-ten Basisvektors unter A. Jede lineare Abbildung ist offensichtlich stetig.

2. Differenzierbarkeit

Sei f: R™ D Q — R" eine auf der offenen Menge 2 definiert. Wir sagen, f ist differenzierbar an der
Stelle € €2, wenn es eine lineare Abbildung A € L(R™,R") gibt, sodass fiir

R(h) = f(z +h) — f(z) — Ah

gilt. Die lineare Abbildung A ist, falls sie existiert, durch diese Bedingung eindeutig bestimmt und wird die
Ableitung von f an der Stelle 2 genannt; wir schreiben dafiir f'(z) € L(R™,R™). Wenn f an jeder Stelle
von §) differenzierbar ist, so sagen wir, f ist auf Q differenzierbar; die Menge der auf ) differenzierbaren
Funktionen wird mit D () bezeichnet; es ist einfach zu sehen, dass D () C C(€2). Die Ableitung ist dann
selber eine Funktion f': R™ — L(R™,R™) = R™"; ist sie wiederum auf Q differenzierbar, so sagen wir,
f ist zweimal differenzierbar auf €, und bezeichnen die Ableitung mit f”; induktiv definieren wir, dass f
k-mal differenzierbar ist, wenn f (k — 1)-mal differenzierbar ist und f*=1:Q — R™" ' wiederum auf
differenzierbar ist. Fiir jedes x € Q ist also f*)(z) € L(R™, L(R™, ..., L(R™,R")...)) = LF(R™,R"), wo
LE(R™ R™) der Raum der k-multilinearen Abbildungen A auf R™ ist, also Abbildungen A: (R™)* — R",
welche in jede ihrer Variablen linear sind, beziehungsweise explizit

ARY, . W+ AR RFY = AR, R REY F NA(RY, R )

erfiillen. Die Auswertung f*)(z)(h',..., h*), wo h? € R™ fiir j = 1,...,k ist durch

FO@)BY, . B = (P70 @)(08) (. 1h )

definiert.

Ist die k-te Ableitung von f stetig auf §2, so sagen wir, f ist k-mal stetig differenzierbar auf 2; die Menge
der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf Q wird mit C* () bezeichnet.

Ist K C R™ kompakt, so definieren wir C* (K) als die Menge aller Funktionen f auf K fiir welche es eine
offene Menge U D K und eine Funktion f € C¥ (U) gibt, welche f|K = f erfiillt. Die Mengen C* (Q) und
C* (K) sind Vektorraume; dies folgt aus folgendem Lemma, welches man wie im eindimensionalen beweist.

LEMMA 109. Sind f, g im Punkt x differenzierbar, und A € R so ist auch f + Ag im Punkt x differen-
zierbar, und (f + Ag)'(z) = f'(x) + Mg’ (z).

Weiters haben wir die Kettenregel:

LEMMA 110. Seien f: R™ DU — V C R", und g: V. — RY. Wenn f im Punkt x € U differenzierbar
ist, und g im Punt f(x), so ist go f im Punkt x differenzierbar, und (go f) (x) = ¢'(f(z)) o f'(x).
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BEWEIS. Es gilt

g(f(z+h) —g(f(x)) = g'(f(@)(f(z + D) — f(z)) + Ra(f(x + h) = f(x))
=g (f@)(f'(@)h) + ¢ (f(2))(Ra(h)) + Ra(f'(x)h + Ra(h))
=g (f(z)) o f'(2)(h) + Rs(h).

Das Restglied Rs erfiillt ||h]|~" Rs(h) — 0 fiir h — 0. O

Die Eintrége der Matrix (A4; ;), welche zu f’(x) gehort, kénnen wie folgt bestimmt werden:

= (e;, Ae;) = lim fi(z + he;) — fi(z) _ afz( ) =

A;
h—0 h axj

fz@( )

J

Wenn die partiellen Ableitungen einer Funktion f: R™ > U — R auf U existieren, so stellen sie wiederum
Funktionen auf U dar, und so koénnen iterierte partielle Ableitungen definiert werden. Diese sind, unter
sinnvollen Vorraussetzungen, von der Reihenfolge der Ableitung unabhéingig.

LEMMA 111. Sei U: R? offen, und fir f: U — R seien

0*f 0*f
Oxdy’ Oydx
definiert und stetig im Punkt (2°,y°) € U. Dann gilt
aZf 0 Pf o 0

BEWEIS. Sei D(h,k) = f(z° + h,y° + k) — f(2° + h,y°) — (2%, 3° + k) + f(2°,9°). Dann ist
D(h,k) = f(° + h.y® + k) = f(@” +h,y”) = [, 9" + k) + f(2",5")
= (@ +hy” + k) = f(@° +hy") = (f(2°,9° + k) — f(2%y))
= (fo(€h 9" + k) — fo(€,y°))R
= fay(€', 0" )k
sowie
D(h,k) = f(2® + h,y® + k) — f(2° + h,y®) = f(2°,9° + k) + f(2°,¢°)
= f@® +hy’ + k) = F(@°9° + k) — (F(2° + h,y®) = f(2% 7))
= (fy(° + h,n?) = fy(«® n*)k
= fyu (€27 )k,
also fry (€4, n') = fy2(€2,n?), und durch Grenziibergang h,k — 0 erhalten wir die Behauptung wegen der
Stetigkeit von f,, und f,, im Punkt (2°,¢). O

Wir sehen mit Hilfe des vorangehenden Lemmas, dass die k-te Ableitung einer k-mal stetig differenzier-
baren Funktion f € C*)(Q), ausgewertet an einer beliebigen Stelle z € Q sogar eine symmetrische k-lineare
Abbildung ist, also

FE @) R 0y = B @) (D, e ®)

fiir jede Permutation o: {1,...,k} — {1,...,k} erfiillt. Es gilt némlich mit Hilfe eines einfachen Indukti-

onsbeweises nach k fiir h¥ = (h],...,h), dass
FE @R R = Y fay o, (@B, - B
lgfl,.‘.lkgn
wobei die Summe iiber alle geordneten k-tupel in den “Buchstaben” xi,...,x, geht. Lemma 111 zeigt nun,

dass die Koeffizienten in diesem Ausdruck symmetrisch unter Vertauschung der Reihenfolge ist, also ist es
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auch der Ausdruck selber:

f(k)($)(ha(1), s ha(k)) — Z fﬂizlmwzk (z )hz(l) o hka)

1<l b <n

1 k
Z fa;gl...$(k (x)héa_1(1> ...héa_l(k)

1<ty,... 8 <n

— 1 k
- Z fx(gfl(l)”'wfgfl(k) (x)he(,_l(l) .”hea—l(k)

1<ty,....8<n

= f®(z)(ht, ..., K.
Die Existenz partieller Ableitungen geniigt nicht, um auf Differenzierbarkeit zu schliessen:
Beispiel 40. Die Funktion

0 (z,y) = (0,0)
besitzt partielle Ableitungen f,(0,0) =0, f,(0,0) = 0, ist aber nicht stetig im Punkt (0,0).

fa y):{zzﬁm () #0

SATZ 59. Sei f: R™ D Q — R so, dass die partiellen Ableitungen
Jz; Q=R
definiert und stetig auf Q sind. Dann ist f € Ct (Q), und es gilt

k=1

BEWEIS. Sei x € (2 beliebig. Dann ist
flx+h)—f(z)=f(x1+h1,...;0m + hm) — f(21,. .., 2m)

m
:Z (@1 +h1, ook + R, T, - ) — fr R, T+ R, Ty - T

Zfl’k(xl +h17"'7£k7xk+17"'axm)hk

k=1

Z i (Ce) Pk
k=1

mit aus Theorem 37 bestimmten Zwischenpunkten &, welche |§ — xx| < hg, k = 1,...,m erfiillen; wir
schreiben in der letzten Zeile

CGe=(x1+h+1,..., 251+ ht—1,&k, Tht1, - - - Tn)-

Damit erhalten wir

flz+h) - fok hk<2|ka — fer (G| [Paiel-

Nachdem die f;, stetig sind, gilt damit fur das Restglied

LS SN ML

T = 2= Tl
< max [ fur(@) = for (GO Z'hk'
2 0]
< mas [fu(e) = £ G 20 (b 0)

Also ist f differenzierbar an der Stelle x, die Ableitung f/(z) ist durch die behauptete Formel gegeben, und
damit nach Vorraussetzung stetig. |



Eine Version des Mittelwertsatzes gilt auch in mehreren Dimensionen:

SATZ 60. Sei f: Q — R eine differenzierbare Funktion, x,y € 0 mit der Figenschaft, dass die Ver-
bindungsstrecke [z,y] = {ty + (1 — t)x: t € [0,1]} noch ganz in Q liegt. Dann gibt es ein & € (x,y) =
{ty+ (1 —t)x: t € (0,1)} mit der Eigenschaft, dass

fy) = f@) = F Oy - =)
gilt.
BewEIs. Wir wenden Theorem 37 auf die Funktion ¢(t) = f(ty + (1 — t)x) an. Es ist
¢'(t) = [ty + (1 =) (y — ).
Damit gibt es ein s € (0,1) sodass £ = sy + (1 — s)z
fy) = f(@) = (1) = (0) = ¢'(s) = f'(O)(y —x)
erfiillt. 0
3. Taylorentwicklung

Um die Taylor’sche Formel im mehrdimensionalen anzuwenden, ist es notwendig, Multiindexnotation
einzufiihren. Fiir o = (aq, ... o) € N™ definieren wir

o] =a1 4+ -+ am, al=al...ay!

6|a|f o o4t o4m f 2% — M 1Om
dze 9z Gman =Ty
Das Taylorpolynom k-ter Ordnung von f an der Stelle zq ist durch
Hled
i) = 3 G teoa—m)”

gegeben; in Bezug auf die Ableitungen von f kann man auch

k
1 .
Tk =y =f0@ h,....h).
rf (@) ;]!f (o) )
Nachdem

olalyh

_ja a=p,
Oz x=0 a 0 @ # 67
gilt, ist fiir f € C* (Q) und zo € Q die Funktion
R(z) = f(2) — T, f (x)

selber wieder in C* (Q) und erfiillt R(zo) = R'(x0) = --- = R*) () = 0.
Aus Theorem 39 folgt nun folgender Satz:

SATz 61. Sei f € C*(Q), sowie f € D (k+1)Q. Wenn 2,y € Q mit [z,y] C Q gegeben sind, so gibt es
ein & € (z,y) mit

(k+1)
1) = 410 = T ).
k+1-mal

Die erste Ableitung f’(x) ist eine lineare Funktion, welche durch die Matrix

(for (@), fa,, () € L(R™, R)
dargestellt wird. Schreiben wir f/(z)(h) = (v(x), h), wo v(x) der entsprechende Spaltenvektor ist, so wird
o (2)
v(z) =
fa,, (2)
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der Gradient von f an der Stelle x genannt und mit v(z) = V f(z) bezeichnet.
Die zweite Ableitung ist eine quadratische Form, gegeben durch

9? 9?
8%18{81 (I) e Baclaj;m (I) kl
f(2)($)<hvk):(h1>“'hm) ;
9> 92
6a:m£a:1 (x) o 8‘/1777:.8];7” (a?) Fom
die Matrix
02 82
32?1(‘5%1 (SU) e 3:61(5};",, (QC)
Hf(z) = : - : ;
92 9>
alnlgxl (x) T awnlafwnz (x)

welche nach Lemma 111 symmetrisch ist, wird als Hesse’sche Matriz (von f im Punkt z) bezeichnet. Wir
koénnen also
) ¢ ~  O*f
fO@)(h k) = R Hf @)k = 5——(a)hykq

2,00
pg=1 P74

schreiben, und haben folgende kompakte Formel fiir die Taylorentwicklung bis zum Grad 2:
1
fla+h) = (@) = (Vf(@), h) + SH(Hf(2)h + R(h).

wo R die Ungleichung |R(h)| < ||2||® erfiillt (wenn f zumindest C? ist).

Eine m x m-Matrix A ist positiv semidefinit, wenn htAh > 0 fiir alle h € R™ ist, und positiv definit,
wenn htAh > 0 fiir alle h € R™ ist; dhnlich definiert man negativ definit bzw. semidefinit. Wir erhalten
damit folgende hinreichende Bedingung zur Existenz eines lokalen Maximums/Minimums.

SATZ 62. Sei f € C?(Q), und xo € Q erfille f'(x¢) = 0. Dann besitzt f an der Stelle x¢ ein lokales
Mazimum, wenn H f(x¢) negativ semidefinit ist, und ein lokales Minimum, wenn H f(xo) positiv semidefinit
ist. Das Extremum ist strikt, wenn H f(xo) sogar definit ist.

Ahnlich wie im eindimensionalen muss man beachten, dass die Bedingung tatséichlich nur hinreichend
ist.
Beispiel 41. Die Funktion f(z,vy, 2) = 2?+y?+22 erfiillt H f(x,y, 2) = 21 fiir alle z,y, 2. Da f'(z,y, 2)(h1, ha, h3) =
2xh1+2yho+22hg ist f/(0) = 0; f hat ein striktes lokales Minimum an der Stelle 0. Fiir g(z,y, z) = 2 +y?+2z*
ist

2.0 0
Hy(z,y,z)= [0 2 0 [,
00 2z

also Hg(0) nur positiv semidefinit; g besitzt aber trotzdem ein striktes Minimum an der Stelle 0.

Allgemeiner gilt, dass die k-te Ableitung f*) einer k-mal stetig differenzierbaren Funktion durch eine
k-lineare symmetrische Form gegeben ist, welche mit Hilfe der partiellen Ableitungen als

FE @R = > fon @)ae, My e, W ERT, G=1,k

1S21§m
1<5<k
gegeben ist. Damit ist
k! o
FO@) R h) = 37 fae(@)h
la|=k



4. Richtungsableitungen

Die Funktion f: R™ — R besitzt eine Richtungsableitung am Punkt z in Richtung v € R™, wo ||v| =1
ist, wenn die Funktion

t— flx+1tv)
am Punkt 0 differenzierbar ist. Der Wert

v

lim
t—0 t

wird die Richtungsableitung von f in Richtung v am Punkt x genannt.
Wenn f differenzierbar an der Stelle x ist, so besitzt f offensichtlich alle Richtungsableitungen, und diese
lassen sich mit Hilfe von
of

(@) = 1 @)0) = (V@) 0)

berechnen.
Die Existenz von Richtungsableitungen lésst allerdings nicht auf Differenzierbarkeit schliessen; so hat
die Funktion

fl@y) = Va2 +y*) _&p)
1‘2 + y2
sdmtliche Richtungsableitungen am Punkt 0, da

lim M
t

t—0

= Y(v);

aber eine entsprechend unstetige Wahl von 1 gibt ein nicht differenzierbares f.
Die Cauchy-Schwarz Ungleichung besagt, dass

g
& )| < IV @ ol = 19 7).
Weiters ist
0
% @) < IV i@

wenn v nicht in Richtung von Vf(x) ist. In diesem Sinn bezeichnet man den Gradienten von f als die
“Richtung des stirksten Anstiegs” von f.

5. Implizite Funktionen
Wir schreiben (x,y) € RP x R? = R™ fiir Koordinaten in R™, i.e.

= (21,...,%p), Y=, . Yq)

Fiir eine Funktion f: Q — R, welche f(zg,y0) = 0 erfiillt, wollen wir die Gleichung f(z,y) = 0 nach y
auflosen, also eine Umgebung U von zy bestimmen und eine Funktion y: U — R? sodass f(x,y(z)) = 0 auf
U ist.

Die hinreichende Bedingung, welche wir angeben wollen, ist eine an die Ableitung f'(zo, o), welche wir
wie folgt zerlegen:

f'(zo,y0)(h, k) = fu(2o,y0)h + fy(zo,v0)k.
Wir kénnen nun den Satz {iber implizite Funktionen formulieren:

SATZ 63. Sei f € C1(Q), und an der Stelle (xo,yo) seien die Bedingungen

f(xo,y0) =0, det fy(zo,y0) # 0
erfiillt. Dann gibt es eine Umgebung U von x¢ und eine Funktion y € C* (U) mit f(x,y(x)) =0, und es gilt

y/(x) = —fy(x,y)_lfw(x,y).
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BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer stetigen Losungsfunktion. Dazu wollen wir ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit annehmen, dass

xOZyOZOa fy(0,0):I
ist. Wir betrachten die Abbildung
Ao (x> p(x) — flz, o(2)))

auf einem geeigneten Raum von Funktionen ¢. Wir withlen dazu zunichst Umgebungen U = B, (0) von 0
in RP und V' = Bs,(0) von 0 in R? sodass

I = £, y)E] < > 1]

fiir (z,y) € U x V und k € RY ist. Dann ist fiir y € V

1
y— f(zy) = / (I~ fy (o ty))y dt

und nach Anwendung der Dreiecksungleichung

1
1 [yl
— < — dt = .
lv= el < [ {lolae =1

Weiters gilt fiir beliebige 4,72 € V dass

lye = £, 92) = (w1 = Fla,m) | = [ty + (1= )1 = Flatye + (1= )|,

< / 1T = £yt + (1= ) (o — y1)]| dt
0

< 2wl

- 4
Damit ist die Abbildung A auf dem Raum stetiger Funktionen auf der kompakten Menge U mit Werten in
V' definiert, also auf dem Raum

/01(1 — fo(a,tys + (1 = £)y1)) (y2 — 11) dtH

X={peC0)" |¢ll < 02},
wobei
lolloe = max [lo(2)]l,

da fiir beliebiges x € U

1 1
1A (@)l = llo() = flz, el < 7 @)l < 7 llello
ist. Wir definieren eine Metrik d auf X durch

d(e1,02) = [[p2(x) — o1 (2)] o
diese macht X zu einem vollstdndigen metrischen Raum.
Weiters gilt fiir beliebige 1, p2 € B:(0) die Ungleichung

[A(p1)(@) — Ale2) @) = llpr () — (@, 01(2)) — (2(e) — F (@, p2(@)]
= |[t1(@) + (1 = D)pa(a) = Fla b1 (@) + (1 = Da(@))|,

1
[ = Aatn() + (1= a0 () = 1(0) dtH

1
S/O (I = fy(z; tor(x) + (1 = t)pa(2))) (p2() — (@) di

< le2@) — (@)l
= 4
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solange Also ist die Abbildung A: B.(0) — B.(0) eine Kontraktion und besitzt nach Theorem 31 einen
Fixpunkt y(x) (B:(0) ist als abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen metrischen Raums wieder ein
vollstéindiger metrischer Raum). Diese Funktion y(z) erfilllt A(y)(z) = y(z) — f(z,y(x)) = y(x) fiir alle
xr €U, also f(x,y(x)) = 0.

Wir zeigen nun unter der Annahme, dass f € C' (U x V), dass y an einer beliebigen Stelle zq (stetig)
differenzierbar ist, mit Ableitung

yl(xo) = _fy(xov y(xO))_lfa:(xO’ y(xo))
(die Stetigkeit folgt aus der Formel fiir die Ableitung, die wir angegeben haben).
Wir kénnen wieder annehmen, dass g = 0, und y(0) = 0. Dann liegt fiir kleines h € RP die Verbin-
dungslinie von (0,0) nach (h,y(h)) ganz in U x V. Dann ist
0= fi(h.y(h)) = £;(0,0) = fju(&)h+ fjy(€)y(h)
mit einem &7 € ((0,0), (h,y(h))), fir 1 <j <gq.
Mit den Matrizen
fl,m(gl) fl,y(él)

f2(§) = : o fu§) = :
faw(€h) fau(€)
gilt also y(h) = —f,, (€)™ fz(€)h. Wir konnen also das Restglied R(h) in
y(h) = y(0) = y'(0)h + R(h)
wie folgt anschreiben:
R(h) = y(h) + f,(0,0)7" £2(0,0)h = (£,(0,0)7" f2(0,0) = £,(&) ™" f2(€))h = B(&)h.
Da B(0) =0, und B stetig auf R™9 ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0 sodass fiir jedes h mit ||h|| < ¢ die
Ungleichung | B(§)h|| < e||h|| ist. Fiir diese h ist also
=Rl
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also ist y differenzierbar und die Ableitung durch die Formel

y' () = —fy(2,y(@)) fa(z, y(2))

gegeben, was (wie schon oben erwithnt) auch zeigt, dass y’ stetig ist. O

<e,

6. Lagrange Multiplikatoren

Sei p: W — R? eine differenzierbare Funktion. Wir sind daran interessiert, folgendes Extremwertproblem
zu losen: Finde z € W, fiir welche ¢(z) unter der Nebenbedingung f(z) = 0 ein Extremum hat.

Angenommen, die Matrix f, hat konstanten Rang d auf W, dann kénnen wir nach Umnumerierung der
Koordinaten W = U x V mit U € R™~ ¢V C R? schreiben, und mit entsprechenden Koordinaten (x, ) = 2
annehmen, dass f, invertierbar auf W ist. Wir haben dann folgendes Problem: Sei ¢: U x V. — R eine
differenzierbare Funktion. Finde (z,y) € U x V, fiir welche ¢(x,y) unter der Nebenbedingung f(z,y) = 0
ein Extremum hat.

Wenn, wie angenommen, f,(z,y) invertierbar ist, so kénnen wir in einer Umgebung von (x¢, yo) € U xV
eine Umgebung W von zy und eine differenzierbare Funktion y(z) finden, sodass die Losungen f(z,y) = 0
mit z € W und y nahe bei yo von der Form y = y(x) sind.

Damit iibersetzt sich die Losung des Extremwertproblems in das Finden der Extremwerte von

oz, y(x))
iibersetzen. Damit muss an der Stelle eines Extremums

a(2,y(2)) + oy, y(2))y (2) = pul(@, y(2)) + oy (@, y(2)) (= fy (2, y(2))) " falz, y(2)) = 0
sein. Mit anderen Worten: An der Stelle eines Extremums erfiillt (¢, ¢,) die Gleichung
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die Matrix ist von Rang d, und (¢, ¢y ) ist in ihrem (Links-)Nullraum. Man iiberpriift auch, dass die Vektoren
(fjz» fiy) fir j = 1,...,d in ihrem Nullraum sind, und sie sind nach Vorraussetzung linear unabhéngig.
Damit muss es also Konstanten Aj, ..., \; geben, welche ¢’ =" i f; erfiillen.

Wir betrachten an Stelle von ¢ nun die Funktion

d
®(z,A) = p(2) = D Mfu(z) = 0(2) = f(2) - A,
k=1

welche auf W x R? definiert ist, und wir A = (Aq, ..., \4) geschrieben haben. Dann ist ®'(z, A) durch folgende
Matrix gegeben:

' = (p. — f:A, f).
Also ist ®'(2,A) =0, wenn f(z) = 0 ist und es Konstanten A = (Ay,..., g gibt, welche

o= N
J

erfiillen. An einer Stelle, wo ¢ ein Extremum mit Nebendingung f = 0 hat, gilt also, dass die zugeordnete
Funktion ® eine Nullstelle ihrer Ableitung hat, also @' = 0 ist.

Beispiel 42. Wir finden das Extremum von ¢(x,y) = xy unter der Nebenbedingung = + y = 1. Elementar
berechnen wir das, indem wir die Funktion ¢ (x) = z(1 — ) betrachten und sehen, dass ¢ ein Maximum an
der Stelle © = 1/2 annimmt.
Ohne diese Parametrisierung zu verwenden, kénnen wir die Funktion ®(x,y,\) = xy + Mz +y — 1)
betrachten. Dann miissen wir die Nullstellen von ®’ bestimmen, also die Gleichungen
y+A=0, z4+A1=0, x4+y=1
losen. Dieses lineare Gleichungssystem hat die Losungen z =y = 1/2, A = —1/2.

Wir formulieren nochmals:

SATZ 64. Wenn die Funktion p: U — R ein Extremum an der Stelle zy unter der Nebenbedingung
f(z) =0 hat, wo f: U — R? von vollen Rang auf U ist (d.h. die Matriz f'(z) hat Rang d fiir alle z € U),
dann gibt es ein Ao € R, sodass die Funktion

P(z,A) = p(z) + A f(2)
D' (29, No) = 0 erfillt.
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